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Vorwort. 


Im Gegensatz zu den bereits längst erschienenen fünf Bänden 
dieses Werkes lag für die Bearbeitung des vorliegenden vierten 
Bandes kein officielles Stenogramm vor, weil Hrtanotrs über den 
hier behandelten Gegenstand seit der Entstehung des Planes einer 
Herausgabe seiner Vorlesungen nicht mehr gelesen hat, Als Grund- 
lage dienten vielmehr nur das Notizbuch und vorhandene Nach- 
schriften aus dem Wintersemester 1888/1889; auch bildeten für 
manche Kapitel namentlich der zweiten Hälfte des Buches HELM- 
oT“ einschlägige Originalarbeiten eine willkommene Ergänzung 


zu den knappen Notizen. 
Der einzige Punkt, in welchem das letztere Hülfsmittel ver- 


sagte, ist die in $ 70 auseinandergesetzte Elektrodynamik, welche 
im Gegensatz zu der in den bekannten Abhandlungen veröffent- 
lichten keine longitudinalen Wellen kennt, im Gegensatz zur Max- 
wELL’schen Theorie aber die Fernwirkung im Vacuum beibehält. 
Da sie sich von der letzteren formal nur durch die Bedeutung einer 
Constanten unterscheidet und sich durch einen Grenzübergang in 
sie überführen läfst, glaubten die Herausgeber der seitherigen 
Weiterentwickelung der Elektricitätslehre das Zugeständnils machen 
zu sollen, dafs sie der Discussion der elektrischen Schwingungen 
statt der genannten Elektrodynamik die Maxwerr'sche zu Grunde 
legten, 
Die Herausgeber. 
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EINLEITUNG. 


In der Dynamik der ponderablen Massen, soweit letztere als 
Systeme von Massenpunkten — freien oder fest verbundenen — 
angesehen werden können, kommt man aus mit der Annahme von 
Naturkräften, welche zwischen je zwei Punkten in Richtung der 
Verbindungslinie nach unveränderlichen Gesetzen wirken. Es sind 
dies Anziehungs- oder Abstolsungskräfte, deren Intensität der Grölse 
der beiden Massen — dem Mafse ihrer Trägheit — proportional 
ist und sonst nur von der Entfernung zwischen den Punkten ab- 
hängt, nicht aber explicite von der Zeit noch von den Geschwindig- 
keiten der Punkte. Im Gebiete der elektromagnetischen Erschei- 
nungen kommt man mit solchen elementaren Centralkräften nicht 
durch; es treten dort auch drehende Einwirkungen auf, welche nicht 
in Anziehung oder Abstolsung, sondern in einem Antrieb senkrecht 
auf der Verbindungslinie bestehen. Dabei haben wir es allem An- 
scheine nach mit Agentien oder Substanzen zu thun, welche ver- 
schieden sind von der trägen und ponderablen Materie. Das Attribut 
der Unzerstörbarkeit kann man auch ihnen zuerkennen, jedoch mit 
einer charakteristischen Modifikation. Diese Quanta erscheinen näm- 
lich als algebraische Grölsen, welche sowohl positiv wie negativ sein 
können. Eine Vermischung gleich grofser Mengen von entgegen- 
gesetzter Art giebt dann die Summe Null: Die entgegengesetzten Agen- 
tien heben sich gegenseitig auf und umgekehrt kann man in einem 
neutralen System beliebig groſse Mengen beider entgegengesetzter 
Arten von einander trennen. Der Begriff der Unzerstörbarkeit und Un- 
vermehrbarkeit ist also für die elektrischen und die magnetischen Agen- 
tien durch den Zusatz zu beschränken, dafs gleich grofse Mengen beider 
entgegengesetzter Substanzen verschwinden oder entstehen können 
und dafs der neutrale Vorrath, den man trennen kann, unerschöpf- 
lich ist. Diese Substanzen haben ihren Sitz nie im leeren Raum, 

H. v. Heısuoutz, Theoret. Physik. Bd. IV. 1 
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sondern immer in der ponderablen Materie), und zwar erlauben 
gerade die dichtesten Körper, die Metalle, den elektrischen Sub- 
stanzen eine grolse Beweglichkeit, und die Metalle der Eisengruppe 
in gewissem Sinne auch den magnetischen Substanzen. Wegen 
dieser Leichtbeweglichkeit hat man diese Substanzen auch als Fluida, 
gewissermalsen imponderable Flüssigkeiten, bezeichnet; auch die 
Bezeichnung elektrischer Strom ist aus dieser Auffassung entstanden, 
Da nun, wie gesagt, die Kraftwirkungen zwischen elektrisch durch- 
strömten Körpern und die zwischen solchen und Magneten sich 
nicht zurückführen liefsen auf Centralkräfte in Richtung der Ver- 
bindungslinie, so versuchten die Physiker die Grundgesetze dieser 
hypothetischen Kräfte zwischen den elektrischen Substanzen so zu 
erweitern, dals die Kräfte aufser vom Abstand auch noch von der 
Geschwindigkeit der bewegten Substanzen abhingen. Die bekannteste 
Form eines solchen Grundgesetzes ist die von WILHELM WEBER 
gegebene; auch Riemann und Crausrus haben über solche Grund- 
gesetze nachgedacht. Die Art der Wirkung ist dabei sowohl für 
ruhende wie für bewegte Fluida vorgestellt als eine unvermittelte 
Fernwirkung, welche momentan an jeder Stelle des Raumes eintritt. 

Farapay nahm Anstols an dem Begriff der Fernwirkung. Schon 
Newron hat sich wohl schwer oder gar nicht dazu entschlielsen können 
bei der Formulirung seines Gravitationsgesetzes; er sagt deshalb 
auch nur, die Bewegungen der Himmelskörper gehen so vor sich, 
wie sie aus der mathematischen Formel für die Anziehungskraft 
berechnet werden, ohne auszusprechen, dals das wahre Wesen dieser 
Kraft eine unvermittelte Fernwirkung sei. Über eine Ursache der 
Gravitationswirkung macht überhaupt Newrox gar keine Annahmen. 
Auch heut zu Tage ist es noch nicht gelungen, eine befriedigende 
Erklärung dafür zu finden. Den auf Newrox folgenden Generationen 
wurde das Unerklärliche immer weniger fühlbar, während die An- 
wendung des Gesetzes die Bewegungserscheinungen im Weltraum 
mit gröfster Schärfe zu berechnen erlaubte. Man glaubte daher 
mehr und mehr, wenn man die Kraftwirkungen in der Natur auf 
ein dem bewährten Schema des Gravitationsgesetzes nachgebildetes 
System von Fernkräften zurückgeführt habe, damit die befriedigendste 
Erklärung gefunden zu haben. 

Durch die Arbeiten der an Fanabax anknüpfenden Physiker- 
schule wurde nun die Anschauung vom Wesen der elektrischen und 


1) Die Vorstellung freier Elektronen war damals (1888) noch nicht ge- 
bildet worden, 
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magnetischen Phänomene zu einem vollendeteren Standpunkt ge- 
fördert als die der mechanischen Wirkungen träger Materie, bei der 
wir bis jetzt ohne die Annahme von Fernkräften in Ermangelung 
einer befriedigenderen Grundlage noch nicht auskommen. 

Farapay suchte, getrieben von der Überzeugung, datz die 
Wirkungen zwischen getrennten Körpern sich durch das zwischen- 
liegende Medium stetig fortpflanzen misten, Veränderungen in diesen 
nachzuweisen. So gelang es ihm die Magnetisirbarkeit aller Sub- 
stanzen nachzuweisen. Die von ihm entdeckte Erscheinung des 
Diamagnetismus vieler Körper findet ihre ungezwungenste Erklärung 
in der Anschauung, dafs sogar der von ponderabler Substanz gänz- 
lich gesäuberte, leere Raum, den man als Zwischenmedium den 
freien Aether genannt hat, magnetisirbar sei, und zwar stärker 
magnetisirbar als die diamagnetischen, schwächer als die paramagne- 
tischen Körper. Analog fand er, dals in den elektrischen Isolatoren 
ein besonderer Zustand sich verrät — die dielektrische Polarisation; 
die Fähigkeit diese auszubilden ist ebenfalls auf den freien Aether 
mit zu erstrecken, wenn auch hier nicht etwa ein Analogon zum 
Diamagnetismus (welches nicht bekannt ist) zu dieser Vorstellung 
drängt. Auf Grund dieser Farapayschen Vorstellung hat dann 
Cr. MAxwELL eine mathematische Theorie der Elektricität und des 
Magnetismus und ihrer Wechselwirkungen ausgearbeitet, welche lehrt, 
dafs Fernwirkungen nicht existiren, sondern dals alle in das Gebiet 
gehörigen Wirkungen sich mit endlicher, wenn auch sehr groſser, 
Geschwindigkeit durch den Raum als Störungen des Aethers aus- 
breiten. Der Werth dieser Geschwindigkeit konnte auch experi- 
mentell gemessen werden mit Hülfe stehender elektrischer Wellen 
durch HEINRICH Hertz; eine Abweichung vom Werthe der Licht- 
geschwindigkeit konnte nicht constatirt werden. 

Die Formulirung dieser neuen Theorie bereitete begreiflicher 
Weise lange Zeit hindurch grofse Schwierigkeiten. Sie verlangte 
die Conception neuer, eigenartiger Begriffe, welche an die Spitze des 
ganzen Systems gestellt werden mulsten, während diese in dem 
alten Vorstellungskreis, wenn überhaupt unterzubringen, nur fern- 
abliegende Begriffe von nebensächlicher Bedeutung repräsentirten. 
Umgekehrt sanken die Grundstützen der alten Theorie, die unzerstör- 
baren Substanzen der elektrischen und magnetischen Fluida herab 
zur Bedeutung von sekundären Rechengrölsen — sogenannten In- 
tegrationsconstanten. 

Diese Faranpay-Maxwervschen Ideen führen eine vollständige 
Umwälzung in der theoretischen Physik des Aethers herbei, indessen 
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befindet sich die Lehre augenblicklich!) noch in einer Krisis, die 
erst durchgemacht werden mufs. Deſshalb ist es für einen Lehr- 
vortrag zur Einführung in das Gebiet einstweilen gerathener, sich 
nicht von vornherein auf Maxweurv’schen Boden zu stellen, sondern 
eine historische Darstllung der Begriffe und Gesetze zu geben, wie 
sie sich entwickelt haben. 


1) 1888 gesprochen. Die Krisis dürfte heut als überwunden gelten, man 
ist indessen neuerdings durch Einführung des Elektronenbegriffs den älteren 
Vorstellungen von der substantiellen Natur der Elektrieität wieder etwas näher 
gekommen. 


Erster Theil. 
Elektrostatik. 


Erster Abschnitt. 
Feste elektrische Ladungen, Kräfte und Potentiale. 


$ 1. Das Gesetz von Coulomb. 


Die alte Lehre von den beiden entgegengesetzten elektrischen 
Fluidis mit ihren Fernkräften ist sehr vollständig ausgearbeitet 
worden und giebt für eine grolse Klasse von Phänomenen voll- 
ständige und einheitliche Erklärungen. Es sind dies die Erscheinungen, 
bei denen die Vertheilung der elektrischen Quanta in Ruhe fort- 
besteht oder höchstens mit ihren ponderablen Trägern in mälsigen 
Geschwindigkeiten bewegt wird. Bei diesen Phänomenen befinden 
sich die Ladungen jederzeit im Gleichgewicht der zwischen ihnen 
wirkenden Kräfte; man nennt daher die Lehre von denselben 
Elektrostatik. 

Die eigenthümlichen, scheinbar unvermittelt in die Ferne wirken- 
den elektrischen Kräfte kann man nach der Art ihrer Wirkung in 
zwei Erscheinungsformen trennen: 

1. Ponderomotorische Kräfte, welche die ponderablen Träger 
der Elektricität in Bewegung setzen, oder denen durch mechanische 
Kräfte das Gleichgewicht gehalten werden kann. 

2. Elektromotorische Kräfte, welche in ruhenden (oder mälsig 
bewegten) leitenden Trägern die Fluida selbst in Bewegung setzen. 
Diese Bewegungen führen übrigens meist in allerkürzester Zeit zu 
solchen Anordnungen der Fluida, welche jene elektromotorischen 
Kräfte aufheben und damit einen Ruhezustand herbeiführen. Die 
anderen Fälle, in denen das Gleichgewicht der elektrischen Kräfte 
dauernd gestört bleibt, werden wir bei der Lehre von den galva- 
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nischen Strömen kennen lernen, hier beschäftigt uns zunächst nur 
der Fall des Gleichgewichts. 


Das Gesetz, nach welchem die elektrischen Kräfte wirken, ist 
in beiden Erscheinungsformen, der ponderomotorischen und der 
elektromotorischen, das gleiche; es spricht nicht von den materiellen 
Trägern der Fluida, sondern nur von letzteren. CouLoms bestimmte 
das Gesetz der ponderomotorischen Wirkung zwischen zwei elektrisch 
geladenen kleinen Kugeln mit Hülfe der Drehwaage (7 Abhandlungen 
der Pariser Akademie 1785—89) Er fand, so weit die Genauigkeit 
seiner Versuchsanordnung dies zu erkennen erlaubte, dals die 
mechanische Abstolsungskraft zwischen zwei mit gleichnamiger 
Elektrieität geladenen kleinen Körpern proportional ist dem Producte 
der beiden Ladungen und umgekehrt proportional dem Quadrate 
ihres Abstandes. Bezeichnet man die Kraft mit X, die beiden 
Elektricitütsmengen mit e, und e, den Abstand ihrer kleinen Träger 
mit r und endlich mit A? eine Constante, das soll heilsen eine 
Grölse, welche für alle möglichen Ladungen und Abstände denselben 
Werth besitzt, so kann man das CouLoms'sche Gesetz durch folgende 
Formel darstellen: 


K = 48. DA, | (1) 


Der Theil des Gesetzes, welcher die Abhängigkeit der Kraft 
von der Entfernung r ausdrückt, kann, so lange es sich um die- 
selben unveränderten Ladungen e, und e, handelt, durch Messungen 
an der Drehwaage und Längenmessungen direct bestätigt werden, 
dagegen verlangt das im Zähler des Ausdrucks stehende Product ei - e, 
die Möglichkeit, verschieden grolse Elektrieitätsmengen wenigstens 
nach einem relativen Maalse messen zu können. Als Kriterium 
der Gleichheit zweier Quanta mufs die Gleichheit ihrer Wirkung 
auf ein und dasselbe dritte Quantum dienen. Man braucht dann 
noch eine Methode der Addition und der Theilung dieser Grölsen, 
um das Mengenverhältnils verschiedener Ladungen messen zu können 
und damit die Ladungen als physikalische Gröfsen zu erkennen. 
Möglichkeiten hierzu wären gegeben durch die Berührung metal- 
lischer isolierter Träger, weil in ihnen die Elektrieität vollkommen 
beweglich ist. Die Sache liegt hier anders als bei dem sonst 
ähnlich lautenden Gravitationsgesetz. Dort ist das Agens die träge 
Masse, für welche ein Maals bereits in der Gröfse ihres Beharrungs- 
vermögens oder auch ihrer lebendigen Kraft gefunden ist, so dals 
es als eine besondere, nicht selbstverständliche Eigenschaft hinzu- 
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kommt, dafs die Massenanziehung sich gerade dieser Quantität der 
Trägheit proportional bethätigt. Von den elektrischen Ladungen 
aber kennen wir, wenigstens im Gebiete der Elektrostatik, keine 
anderen melsbaren Eigenschaften, als die durch das Counom»’sche 
Gesetz formulirten Abstoſsungs- oder Anziehungskräfte, Von diesem 
Standpunkte aus erscheint es selbstverständlich, dals eine Ladung 
z. B. doppelt so grols ist, als eine andere, wenn sie aus gleichem 
Abstande und auf dieselbe zur Prüfung verwendete Ladung wirkend, 
die doppelte Abstolsungs- oder Anziehungskraft hervorbringt, aber 
es liegt in diesem Schlufs doch die Voraussetzung, dafs durch die 
Hinzufügung neuer Ladungen weder die bereits vorhandene noch 
die hinzugefügte in ihrer Wirksamkeit irgendwie verändert werden, 
sondern dafs sie als unveränderliche Quanta mit unveränder- 
lichen Eigenschaften addirt werden, also echte physikalische Gröſsen 
sind. Diese Anschauung hat sich in den feinsten experimentellen 
Prüfungen durchaus bewährt. Alle scheinbaren Widersprüche da- 
gegen lassen sich befriedigend erklären, z. B. die regelmülsig mit 
der Zeit abnehmende Kraft durch Abnahme der Ladungen in Folge 
mangelhafter Isolirung, die Veränderung der Kraft je nach dem 
isolirenden Zwischenmedium durch einen besonderen, der Magneti- 
sirung von ganz weichem Eisen analogen, elektrischen Zustand des 
Mediums. Das Couroun'sche Gesetz nimmt freilich keine Rücksicht 
auf das Zwischenmedium, muls daher, wenn die Gröfse 4? wirklich 
constant sein soll, beschränkt werden auf Ladungen, welche sich 
im Vacuum oder in der elektrisch nur sehr wenig davon verschiedenen 
Luft gegenüberstehen. 

Ein experimenteller Nachweis dafür, dals im Zähler des Aus- 
drucks Gleichung (1) das Produkt der beiden elektrischen Quanta 
er -e, auftreten muls, lielse sich — wenigstens in der Idee — 
folgendermaalsen mit der Drehwaage ausführen: Zunächst weist man 
die Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung durch Vertauschung 
der feststehenden und der am Hebelarm beweglichen Ladung nach. 
Sodann stellt man sich noch zwei mit dem gleichen Quantum e, 
beladene Körperchen her und milst immer im gleichen Abstande 
r= 1 die Abstolsungskrüäfte zwischen allen möglichen Paaren von 
Ladungen. Diese Kräfte seien bezeichnet durch 


Kor Kor = Kios Kos = Kaos Ka = ba: 
Man wird dann durch Messung folgende Proportion bestätigt 


finden 
Kis: Kos = Kio: Koos 
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aus welcher folgt: 
Ka Bes (Bu). (ie). 


% / 0e 


Die Kraft zwischen e, und e, erscheint also dargestellt als 
Product zweier gleichgebildeter Factoren, deren erster nur von ei, 
deren zweiter nur von e, abhängt. Die Gröfse e, kann keinen Ein- 
fluls auf den Werth dieser Factoren haben, vielmehr stellen letztere 
direct die elektrischen Massen e, und e, dar. 


8 2. Absolute Einheit der Elektricitätsmenge. 


Jedenfalls bildet das Counom»’sche Gesetz das ursprünglichste 
und nächstliegende Mittel, um die Gröfse elektrischer Ladungen oder 
Quanta zu messen. Wäre das elektrische Quantum erklärbar durch 
einen besonderen mechanischen Zustand seines Trägers, so könnte 
man dessen Dimension und Maafseinheit anschliefsen an die ab- 
soluten mechanischen Maalse, welche sich alle auf die Einheiten der 
Länge, der Masse und der Zeit zurückführen lassen. Dann würde 
sich auch die Constante A? in Gleichung (1) nach Zahl und Dimen- 
sion angeben lassen. Da aber die elektrischen Quanta durchaus 
geschieden von der mechanischen Erscheinungswelt dastehen, und 
nur an ihresgleichen relativ gemessen werden können, so ist eine 
absolute Einheit für ihr Maafs nicht direct angebbar. Ein einheit- 
liches, überall reproducirbares Mals ist aber für den Vergleich der 
verschiedenen Messungen sehr erwünscht, oft unerlälslich. 

Deshalb ist man nach dem Vorgang von WIR WEBer über- 
eingekommen als Einheit der Elektrieitätsmenge diejenige festzusetzen, 
bei deren Anwendung das Courome’sche Gesetz die einfachste Gestalt 
annimmt, bei welcher also der Proportionalitätsfactor A? durch die 
Zahl 1 ersetzt wird: 


Kaas, (1a) 


Durch diese willkürliche Festsetzung erhalten wir nicht nur eine 
Maalseinheit des Elektrieitätsquantums, sondern das Quantum erhält 
auch eine an das absolute Maalssystem der mechanischen Gröſsen 
sich anschlielfsende Dimension, welcher zwar keine innere sachliche 
Bedeutung zukommt, mit der man jedoch nützlich rechnen kann. 
Die mechanische Kraft K hat die Dimension: 


K=[LMT2. 
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Hier bedeutet L eine Länge, M eine Masse, T eine Zeit; die eckige 

Klammer soll andeuten, dafs die Gleichung sich nur auf die Dimen- 

sion, nicht auf den Zahlenwerth, bezieht. (Vergl. Bd. I, 2, S. 82—85.) 
Das Quadrat des Abstandes ist das Quadrat einer Länge: 


res [L]. 
Es ist also nach Gleichung (1a): 
e'e =r? K = [L MT, 


Da nun e, und e, als gleichartige Gröfsen auch von gleicher Dimen- 
sion sein müssen, so hat das Product e+e, die Dimension des 
Quadrats der Elektrieitätsmenge, und die Elektrieitätsmenge selbst 
hat die Dimension 


e = DÄ Ah rn. (2) 


Man nennt diese Art der Maafsbildung die elektrostatische. W. WEBER 
benützte als Grundeinheiten mm, mg, sec; wenn wir aber das 
seit dem Pariser Internationalen Congreſs von 1881 gebräuch- 
liche C.G.S.-System (cm, g, sec) befolgen, so ist die absolute elektro- 
statische Einheit der Ladung dadurch definirt, dafs zwei hin- 
reichend kleine Körper, beide mit je dieser Einheit beladen, sich 
im Abstande von 1 cm mit der Kraft 1 Dyn abstolsen. Diese Kraft 
ist nahezu ebenso grols, wie der Zug der Schwerkraft, welchen wir 
empfinden, wenn wir ein Milligrammgewicht in der Hand halten. 
Die elektrostatische C.G.S.-Einheit der Ladung ist also ein ver- 
hältnilfsmälsig sehr kleines Quantum, von welchem, unseren Sinnen 
zugänglich, nur geringe Wirkungen ausgehen. Durch feine Mels- 
apparate (Elektrometer) können zwar sogar Bruchtheile dieser Ein- 
heit nachgewiesen werden, aber bei allen gröberen Versuchen, bei 
denen sich direct sinnfüllige Phänomene zeigen, hat man es mit 
viel grölseren Quantitäten zu thun, welche nach Tausenden oder 
gar Millionen dieser Einheit zählen. 


S 3. Rechtwinklige Coordinaten, Kraftcomponenten. 


Wir legen im Raume ein rechtwinkliges Coordinatensystem fest, 
dessen Abmessungen mit æ, y, à bezeichnet werden, bringen an die 
Stelle æ y, a1 ein kleines Körperchen beladen mit der Elektricitäts- 
menge e, und an eine andere Stelle z,, y,, % ein kleines Körperchen 
beladen mit der Menge e,. Um die Vorstellung festzulegen, wollen 
wir e und e, gleichstimmig annehmen, so dafs eine Abstolsungskraft 
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zwischen den beiden Theilchen besteht. Diese wirkt, dem Gesetze 
von der Gleichheit der Wirkung und der Gegenwirkung folgend, 
auf beide Ladungen in gleicher 
Stärke und in entgegengesetzter 
Richtung, und zwar ist diese Rich- 
tung an beiden Punkten die Ver- 
längerung der geraden Verbindungs- 
linie. Diese beiden Kräfte zerlege 
man in Componenten parallel den 
Coordinatrichtungen; die auf e 
wirkenden seien XI, F., Zi, die 
auf e, wirkenden seien X., Y,, Z, 
In Figur 1 ist diese Zerlegung für 
Pig. 1. die beiden Richtungen z und y ge- 
zeichnet unter der Annahme, dals 
e Ze und „<y, ist. Die Richtungscosinus des Pfeiles X, sind 
nun abzulesen: 


co8(K,,2) = 


Zi fy 
r 


bos (, y) = MT (8) 


e 
21 — 2 
cos (K, ` ai = Kee? 
Hier bedeutet r den absoluten Werth des Abstandes beider Ladungen: 
r = | Væ af - , F (1 — 47) | 
gani | * — 111) ＋ 6. — Di + 6 — %) | 


Der absolute Werth der Kraft ist nun nach dem CouLome’schen 
Gesetz: 


(4) 


(NW 
K, = K, = 555 


und aus ihm gewinnt man die Componenten durch Multiplication 
mit den Richtungscosinus: 


F 
r 1 


r? 


E a AAR (6) 


2% = 2 — * 
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Da die auf e, ausgeübte Kraft der ersteren entgegengesetzt gleich 
ist, haben ihre drei Componenten das entgegengesetzte Vorzeichen 
und gleichen absoluten Betrag wie die vorstehenden. Wir wollen 
das nicht durch vorgesetzte Minuszeichen ausdrücken, sondern durch 
Umdrehung der Coordinatendifferenzen. So findet man: 


X, ei e (% — 41) 


Y. = 66a (Ya en 9) (5a) 


Man überzeugt sich leicht, dafs diese sechs algebraischen Ausdrücke 
für alle möglichen relativen Lagen der beiden Punkte 1 und 2 das 
richtige Vorzeichen für die Kraftcomponenten ergeben, ja wir können 
jetzt auch die Beschränkung fallen lassen, dafs es sich um die Ab- 
stolsung zweier gleichnamiger Elektricitätsmengen handeln soll. Die 
vorstehenden Ausdrücke gelten unverändert auch für die Anziehung 
zwischen einer positiven und einer negativen Ladung. Thatsächlich 
haben bei Anziehung alle sechs Componenten entgegengesetztes Vor- 
zeichen wie bei Abstolsung. Das kommt nun auch in diesen 
Formeln zum Ausdruck, denn das Product e,-e,, welches für zwei 
gleichnamige Ladungen (gleichviel ob + oder —) stets positiv ist, 
wird für zwei ungleichnamige Ladungen nothwendiger Weise negativ, 
so dals auch in diesem Falle aus den Formeln (5) und (5a) die 
richtigen Componenten der Kräfte gefunden werden. 


§ 4. Potentielle Energie zwischen zwei elektrisch geladenen 
Körperchen. 


Die vorstehenden Ausdrücke für die sechs Kraftcomponenten 
kann man als partielle Differentialquotienten einer und derselben 
einfachen Function der Coordinaten darstellen. Zunächst findet man, 
wenn man den in Gleichung (4) gegebenen Ausdruck r der Reihe 
nach nach allen sechs darinsteckenden Coordinaten differenzirt: 


Or 41 — & Or 4. — 
1 2 Bn | 
GEA r dr, r 
ôr 11 — ôr Ya — H 
TE 2 2— Y 
On, r Ya r 
ðr „az ðr Za — % 
N ED r 
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Das sind nur andere Darstellungen für die Richtungscosinus von r. 
Ferner ist nach den Regeln des Differenzirens 


d (0 1 Dr ar 
Oz, r 7.08, r? 
und analog jeder der fünf anderen partiellen Differentialquotienten 
von = *. B.: 
98 1 Or Ya — N 
e - 3 WK E etc. 


Dies sind nun bis aufs Vorzeichen gerade die in den Ausdrücken 
der Kraftcomponenten vorkommenden Gebilde. Da e, und e, feste 
Gröfsen sind, welche unverändert gedacht werden müssen, wenn man 
die Abhängigkeit der Kraft von der Lage der Punkte aufsuchen 
will, so darf man e,e, als constanten Factor ungestört unter die 
Differenziationszeichen hineinschieben, und erhält folgende Glei- 
chungen: 


e u 
ne) ne 1 
Eee Dé 


Jede Kraftcomponente ist also dargestellt als ein negativer Differen- 
tialquotient der Function Ka genommen nach derjenigen Coordi- 


nate des Zweiladungssystems, welche durch diese Componente be- 
schleunigt wird. Die Kraftcomponenten sind ponderomotorische, 
mechanisch wirkende, also ist 
ej fa 

D= 5h (7) 
die potentielle Energie oder der Arbeitsvorrath des Systems der 
beiden geladenen Körperchen. (Vergl. die Einführung dieses Be- 
griffs in Bd. I, 2 S. 196, Gleichung (115)) Da diese Energieform 
eine Folge der elektrostatischen Ladungen der beiden Körperchen 
ist, nennt man sie die elektrostatische Energie. Eine additive Con- 
stante kann man immer hinzufügen, welche bei der Bildung der 
Differentialquotienten wieder fortfällt, mithin ohne Einfluls auf die 
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Werthe der elektrischen ponderomotorischen Kraftcomponenten ist; 
in dieser Constanten kann man allerlei unveränderliche sonstige 
Energiegröfsen aufnehmen, welche sich bei wechselndem Abstand 
der beiden Ladungen nicht ändern, z. B. den bei constant gehaltener 
Temperatur unveränderten Wärmeinhalt der beiden Träger, oder 
den aus der Affinität der Stoffe beider Träger folgenden Inhalt an 
chemischer Energie, endlich aber auch noch zwei Beträge von eben- 
falls elektrostatischer Art, welcher aus der Zusammendrängung der 
elektrischen Quanta in jedem der beiden kleinen Körper folgen. 
Diese letzteren können sehr bedeutend sein, bleiben aber bei Ver- 
änderungen von r unberührt, wenn die Träger Isolatoren oder sehr 
kleine Conductoren sind. Die potentielle Energie der Gravitation 
zwischen den Massen der beiden Träger endlich, welche allerdings 
von dem Abstand r abhängt, ist wohl stets wegen ihrer Kleinheit 
ohne Schaden zu vernachlässigen. Sorgt man dafür, dals schnellere 
Bewegungen der Träger verhindert werden, so ist auch die kinetische 
Energie der Massen zu vernachlässigen, und der variable Theil der 
gesammten Energie bei gewöhnlichen elektrostatischen Versuchen ist 
durch die Formel (7) dargestellt. Sein Werth nähert sich der Null, 
wenn beide Ladungen in grolse Entfernung von einander gebracht 
werden, dagegen steigt sein Werth positiv an, wenn zwei gleich- 
stimmige Ladungen einander genähert werden, und er sinkt ins 
Negative herab, wenn zwei entgegengesetzte Ladungen einander ge- 
nähert werden. Mathematisch würde folgen, dafs die elektro- 
statische Energie +00 wird, wenn die Punktladungen zur Deckung 
gebracht werden, doch hat dies keine physikalische Bedeutung mehr, 
denn die Träger endlicher Elektricitütsmengen haben selbst immer 
eine gewisse Ausdehnung, und man darf sie nur so lange als 
Massenpunkte betrachten, als der Abstand r grols ist gegen ihre 
eigene Ausdehnung. 

Von dem Zwischenmedium, in dem die beiden geladenen 
Körper liegen, ist weder im Couroun'schen Gesetze noch in dem 
daraus hergeleiteten Ausdruck der elektrostatischen Energie die 
Rede. Das ist eine Lücke, welche in der Fernwirkungstheorie nur 
durch besondere Vorstellungen über die Natur der sogenannten 
Dielektrika ausgefüllt werden kann, thatsächlich ist die Kraft 
von der Art des Mediums abhängig, wie Farapay gezeigt hat. 
Wir wollen defshalb einstweilen als Zwischenmedium den leeren 
Raum oder die elektrostatisch kaum davon verschiedene Luft voraus- 
setzen. 
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$ 5. System vieler elektrisch geladener Körperchen. 


Der nächste Schritt, den wir vorwärts thun, soll an die Stelle 
zweier geladener Körperchen eine ganze Schaar von beliebig vielen 
solchen setzen. Alsdann wirken zwischen jedem Paare Abstolsungs- 
oder Anziehungskräfte nach dem Couroun'schen Gesetze. In dieser 
Aussage liegt die Annahme, dafs alle die Kräfte, welche auf eines 
der Theilchen von den übrigen ausgeübt werden, sich ungestört 
durch geometrische Addition zu einer Resultante vereinigen, dals 
also beispielsweise die Wirkung zwischen einer ersten und einer 
zweiten Ladung nicht dadurch verändert wird, dafs beide noch auf 
eine dritte Ladung einwirken und von dieser dritten beeinflulst 
werden, eine Annahme, welche sich durchaus bestätigt hat, so lange 
die Trüger der Ladungen hinreichend klein gegen ihre gegenseitigen 
Abstände sind, so dals auf Verrückungen, welche die Ladungen im 
einzelnen Träger selbst erfahren können, keine Rücksicht zu nehmen 
ist. In gröfseren geladenen Conductoren, welche verhältnifsmälsig 
nahe benachbart liegen, gilt dies nicht mehr, doch wird es auch in 
diesen Füllen gelingen, die veränderten Wirkungen durch Berück- 
sichtigung der veränderlichen Vertheilung der Fluida in den Leitern 
auf das Cobroun'sche Gesetz zurückzuführen. Hier sehen wir von 
diesen Complicationen ab und nehmen jede Ladung unveränderlich 
in je einem Punkte concentrirt an. 

Wir wählen einen beliebigen Punkt der Schaar aus und suchen 
die Kraft, welche er von allen übrigen zusammen erfährt. Um ihn 
zu unterscheiden, geben wir ihm den Index 0, nennen also seine 
elektrische Ladung e,, seine Ortscoordinaten %, %, Zu, während 
die übrigen Punkte in beliebiger Reihenfolge mit a = 1, 2, 8,... n 
numerirt werden. Dadurch sind die Zeichen 


Br Ye Aa Dr Dem 1, 2, 8, „ bis n 


erklärt. Endlich brauchen wir noch die Abstände zwischen dem 
ausgewählten Punkte 0 und den übrigen Punkten, die man aus- 
führlich mit 7% bezeichnen mülfste, die wir hier aber kurz r, nennen 
wollen. Es ist also 


m= | % — u + (Yo — Ya) F (o — Za) | geg 1, 2, 8. . n. (8) 


Während sich die einzelnen Kräfte geometrisch summiren, treten 
deren gleichen Coordinatenrichtungen folgende Componenten zu drei 
algebraischen Summen zusammen, welche ihrerseits die drei Co- 
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ordinaten-Componenten der resultirenden Kraft angeben, Für die 
Componenten der Einzelkräfte wollen wir die im vorigen Paragraphen 
gefundene Darstellung als Differentialquotienten der elektrischen 
Energie anwenden. Danach ist die &-Componente der auf 0 wir- 
kenden, von einem bestimmten a herrührenden Einzelkraft: 


* ée C) 


Diese Componenten haben wir über alle a zu summiren, die Summe, 
welche wir X, nennen, ist dann die eine Componente der gesammten 
von dem Ladungssystem auf den ausgewählten Punkt ausgeübten 
Kraft. Analog findet man die beiden anderen Componenten Y, 
und Z Wir machen dann noch folgende leichte Umformung: 


X. A -> — a= Kl 


ER SIS 8e 
r LU SH? 


wobei wir also den gemeinsamen Factor e, und die gemeinsame 


Operation 5 aus der Summe herausgezogen haben. Das 
Resultat ist: 


*. (- E (9) 


fa ) Si 
Man findet hiernach die Componenten der auf ein ausgewähltes 


elektrisches Theilchen O von den Theilchen 1 bis n ausgeübten 
ponderomotorischen Kraft, indem man die negativen partiellen 


Differentialquotienten des Ausdrucks 5 75 nach den gleichgerichteten 
a1 a 


Coordinaten des ausgewählten Theilchens bildet und dann mit dessen 
Ladungsquantum e, multiplicirt. Die Proportionalität der Kraft mit 
der Grölse e, auf welche die Wirkung sich erstreckt, ist ohne 
weiteres einleuchtend: Wenn ohne sonstige Aenderungen des Systems 
nur die Ladung des ausgewählten Körperchens verändert — etwa 
den zehnten Theil ihres früheren Betrages herabgesetzt wird, so 


N 
I 
T 
N 2 
f 
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sinkt auch die auf sie wirkende Kraft an Intensität auf den zehnten 
Theil ohne indessen ihre Pfeilrichtung zu ändern, da alle drei 
Componenten der Gleichung (9) dadurch in gleichem Maalsstabe ver- 
jüngt werden. Zur Bildung der partiellen Differentialquotienten ist 
zu bemerken, dafs die Coordinaten des ausgewählten Punktes z,, %, %, 
in sämmtlichen Summanden 1 bis n vorkommen, wie man in dem 
Ausdruck für r, in Gleichung (8) erkennt. Diese sind die drei un- 
abhängigen Variabelen, nach denen differenzirt wird, während alle 
übrigen, mit ga, Ya, % bezeichneten Abmessungen hierbei als un- 
veränderliche Parameter des Systems auftreten. Man hat sich also 
die Ladungen 1 bis n unverrückbar festgelegt zu denken; das 
Teilchen e, aber muls beweglich gedacht werden, denn zur Auf- 
findung der Differentialquotienten eines Ausdruckes muſs man doch 
die Variabelen immer ein wenig verändern, d.h. hier dem Punkt 4% A0 
drei kleine Verschiebungen in den Coordinatrichtungen ertheilt 
denken. 


§ 6. Das elektrische Feld eines Systems von punktförmigen 
Ladungen. 


In Verfolgung dieser Vorstellungen kann man nun die bewegliche 
Ladung e, auch weiter verrücken, sie endlich in alle möglichen 
Stellungen zu dem festen Ladungssystem e, bis en bringen, also an 
alle nicht von den festen Ladungen selbst eingenommenen Raum- 
punkte, so dafs die Abmessungen , %, zu nichts anderes bedeuten, 
als die continuirlich variabeln Raumcoordinaten æ, y, x. Für jede 
Lage geben die Gleichungen (9) die Werthe der drei Kraftcompo- 
nenten, also auch die Grölse und Richtung der resultirenden Kraft, 
welche man in irgend einem geeigneten Maalsstab durch einen Pfeil 
versinnlichen kann. Zu jedem Raumpunkt gehört somit ein be- 
stimmter Pfeil, und zwar sind diese Pfeile um so ähnlicher in Länge 
und Richtung je näher benachbart die Raumpunkte liegen, denen 
sie zugehören; weil ihre drei Componenten nach Gleichungen (9) bis 
auf die Ausnahmepunkte, in denen die festen Ladungen sitzen, 
überall stetige Functionen der Variabelen æ, y, x (früher 4%, Yp 80 
bezeichnet) sind. 

Man nennt eine solche im allgemeinen stetig vertheilte Zu- 
ordnung einer Pfeilgröſse — eines Vectors — zu jedem Raumpunkt 
allgemein eine Vectorfunction des Ortes im Raume, und das ganze 
Raumgebiet, in dem diese Vectoranordnung definirt ist, das Feld 
des Vectors. Die Physik hat in verschiedenen Naturgebieten 
Felder von Vectoren zu betrachten; eines der, täglicher Anschauung 
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nächstliegenden, Beispiele bieten die Strömungen der Flüssigkeiten. 
Als Pfeile sind dabei in jedem von der Flüssigkeit durchströmten 
Raumpunkt die Geschwindigkeiten der dort befindlichen bewegten 
Massen anzusehen. Auch diese Pfeile zeigen im allgemeinen stetige 
veränderliche Anordnungen im Raume, bis auf besondere und inter- 
essante Ausnahmestellen. Sie verändern sich aber gewöhnlich auch 
mit der Zeit; nur die stationären Strömungen geben Vectorfelder, 
welche in ihrer Anordnung beständig bleiben, und deshalb ähneln 
gerade diese am meisten an den hier vorliegenden Fall, in dem die 
Zeit gar nicht als Variabele vorkommt. 

Unser elektrostatisches Feld rührt her von den geladenen 
Punkten e, bis e, während der ebenfalls geladene Punkt es gleich- 
sam wie eine Sonde zur Prüfung der Stärke und Richtung des 
Vectors verwendet wird. Von diesem beweglichen Punkt steckt in 
dem Ausdruck der Feldeomponenten bisher noch der Factor e. 
durch welchen sie zu ponderomotorischen Kraftcomponenten auf 
den materiellen Träger dieser Sonde werden. Wir machen den 
weiteren Schritt, dals wir die Sonde für eine Aeulserlichkeit er- 
klären, das elektrische Feld also als ein an und für sich existiren- 
des Ding, gewissermalsen als einen besonderen Zustand des Raumes 
oder eines den Raum durchdringenden Mediums; wobei freilich zu 
bemerken ist, dals wir von dem Vorhandensein dieses Zustandes 
zunächst nur dadurch Kunde erhalten, dafs wir ein geladenes 
Körperchen, an die fragliche Stelle gebracht, von einer bestimmten 
ponderomotorischen Kraft angegriffen sehen. Als Maals dieses un- 
abhängig von dem Prüfungsteilchen existierend gedachten gerichteten 
Zustands nehmen wir die drei Componenten in Gleichungen (9), 
nachdem wir den Factor e, weggelassen, und nennen sie X, Y, Z, 
ohne Index. Jede ist Function der Raumcoordinaten æ, y, %. 


K LENK 

* ger. 

Y=- 0 St? 
Cé Vë 

d Aë 

GER Orr. 

Dabei ist 

ra= Vr — a + (Y — Ya)? + (2 — za)’ | (10a) 


Man nennt diesen Vector, dessen Componenten durch vorstehende 
Gleichungen (10) definirt sind, die elektrische Feldstärke. Auch 
II. v. Hermnourz, Theoret. Physik, Bd. IV. 2 


18 ERSTER THEIL. 8 6 


der Ausdruck elektrische Kraft ist dafür üblich und kann ohne 
Bedenken gebraucht werden, wenn man sich durch das vielseitig 
verwendete Wort „Kraft“ nicht täuschen läfst und stets bedenkt, 
dafs eine mechanische Kraft von der Dimension [M L T?] aus dieser 
Grölse erst durch Multiplikation mit einem elektrischen Quantum 
entsteht. Da wir die Dimension des elektrischen Quantums im 
elektrostatischen Maalssystem bereits in Gleichung (2) 


e = [L} Al T- 


gefunden haben, können wir nun in demselben Maafssystem die Di- 
mension der elektrischen Kraft oder Feldstärke E dadurch finden, 
dals sie die vorstehende Dimension von e zu einer mechanischen 
Kraft ergänzen mufs. Es wird also 


E = [At 1737-1] (11) 


Zu dem gleichen Ergebnifs gelangt man auch, wenn man die 
Dimensionen der in den Gleichungen (10) rechts stehenden Ausdrücke 
zusammensetzt, wobei dr und rą als zwei Lüngenfactoren im Nenner 
zur Dimension des elektrischen Quantums e, hinzutreten; die Com- 
ponenten X, Y, Z haben natürlich dieselbe Dimension wie ihre 
Resultante. Auch die Maafseinheit der elektrischen Kraft ist hier- 
durch an das absolute elektrostatische (C. G. S.) System angeschlossen, 
und zu bezeichnen: 

1 (em-. gr? sec-). 


Zu der hier gegebenen Begriffsbildung des elektrischen Feldes 
einer Schaar von Punktladungen e. . .. . en ist, um Unklarheiten 
vorzubeugen, noch folgendes zu bemerken. Wir haben das Feld 
durchmustert mit Hülfe eines beweglichen Prüfungspunktes mit der 
Ladung e. Die Anwesenheit dieser Ladung stört und verändert 
aber das Feld, macht sogar den Raumpunkt, wo sie liegt, zu einer 
Unendlichkeitsstelle der elektrischen Feldstärke. Dieses veränderte 
Feld würde man für eine beliebige Lage von e, feststellen können, 
wenn man nun noch einen vorher in hinreichender Entfernung ge- 
haltenen neuen Prüfungskörper verwendet, während e, still gehalten 
wird. Nun erkennt man das Feld, an dessen Bildung sich aufser e, 
bis en auch e, beteiligt. Wenn man also ein elektrisches Feld unter 
Verwendung einer Prüfungsladung durch die einwirkende pondero- 
motorische Kraft aufgenommen denkt, so beteiligt sich die Prüfungs- 
ladung nicht an der Bildung dieses Feldes, man erhält vielmehr für 
die Feldstürke diejenigen Werthe, welche herrschen würden, wenn 
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die Prüfungsladung nicht dort wäre. Der Prüfungskörper wird da- 
durch zu einer lediglich unsere Anschauung unterstützenden Fiktion, 
welche uns bereits gedient hat zur Auffindung der Ausdrücke für 
die Feldeomponenten in Gleichung (10), von welcher selbst aber in 
jenen Ausdrücken nichts vorkommt. 

Durch die Angabe der drei Coordinaten-Componenten X, Y, Z 
ist der Vector E vollständig bestimmt. Häufig hat man die Com- 
ponente von E zu bestimmen, welche in eine, von den Grundrich- 
tungen verschiedene, vorgeschriebene Richtung ? hineinfällt. Für 
diese Componente, welche wir E, nennen wollen, soll jetzt noch ein 
einfacher, den Gleichungen (10) analoger Ausdruck abgeleitet werden. 
Ganz allgemein findet man die Componente eines Vectors nach einer 
vorgeschriebenen Richtung, indem man den Pfeil, der den Vector 
darstellt, auf die gegebene Richtungslinie projieirt. Die Länge der 
Projection findet man durch Multiplication mit dem Cosinus des 
Winkels zwischen beiden Richtungen: 


E. = E- cos (E, D. (12) 

Nun ist aber aus den Elementen der analytischen Geometrie be- 
kannt, dals: 

cos (E, D = cos (E, z).cos (l, æ) + cos (E, y) cos (l y) 


+ cos (E, 2) · cos (, sl, 90 


Betrachtet man die auf der vorgeschriebenen Richtungslinie von 
irgend einem Nullpunkt aus abgemessene algebraische Abmessung !“ 
als unabhüngige Variabele, so entsprechen einem Zuwachs de drei 
ganz bestimmte Zuwachse der Coordinaten, da, dy, dx, welche die 
Projectionen von d? sind. Man kann deshalb setzen: 


dy 


cos (l, x) = binas cos (l, y) = u?’ cos (l, x) = ar (12 b) 


Andererseits ist: 
Œ. cos (E, a) X, E · cos (E, ) = FT, E · cos E, 2) 2. (120) 


Durch Verwendung dieser Formeln (12a, b, e) nimmt die Gleichung (12) 
folgende Form an: 


si dr „as ds 
G=& rt d të r (12d) 


Führt man nun endlich noch für X, Y, Z die Ausdrücke aus 
Gleichung (10) ein, so erhält man: 


bes f- EE fes Hue 


Ya 
2* 
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Dieses Gebilde ist nun nichts anderes, als der nach der Variabelen! 
gebildete negative Differentialquotient der Function S Die 
a 


Variable ! steckt nicht explicite in dem Summenausdruck, aber die 
variabelen Raumcoordinaten æ, y, x, von denen er durch die r, 
explicite abhängt, sind hier als abhängige Functionen der Abmessung! 
anzusehen. Dem entspricht die Bildung des vorstehenden Ausdrucks, 
für welchen man kürzer schreibt: 


8 SI 
6. —— % NB (13) 


Hierin ist jede Bezugnahme auf ein bestimmtes Coordinaten- 
system verschwunden, denn auch die va, welche man zwar, wie in 
Gleichung (10a) geschehen, durch irgendwie festgelegte cartesische 
Coordinaten ausdrücken kann, haben doch davon unabhängige absolute 
Werthe, da sie den Abstand eines variabelen Raumpunktes von den 
Orten der festen Ladungen bezeichnen. Die Gleichungen für die 
Coordinaten-Componenten (10) endlich erscheinen als Specialfülle ` 
dieser Gleichung (13). 


SV. Die Potentialfunction. 


Um eine Vectorfunction im Raume anzugeben, braucht man im 
Allgemeinen für jeden Punkt drei besondere Angaben: entweder die 
drei Coordinaten-Componenten oder etwa die Intensität und die 
Richtung, welch’ letztere zwei unabhängige Winkelangaben erfordert; 
bei einer analytisch darstellbaren Verteilung sind drei Functionen 
der Raumcoordinaten zur Darstellung erforderlich. Daraus ersieht 
man, dals das hier gefundene Feld der elektrostatischen Kraft eine 
besondere Regelmälsigkeit besitzt, denn die Kenntnils einer einzigen 
Coordinatenfunction 

H Ca 

RT, (14) 
genügt, um durch Bildung des negativen partiellen Differential- 
quotienten nach einer beliebigen Richtung die Componente des Vectors 
in dieser Richtung zu finden. Diese Function spielt bei der Be- 
trachtung des elektrostatischen Feldes die grölste Rolle. Sie wurde 
von GEORGE Green als Potentialfunction bezeichnet. Gauss 
nennt sie das Potential. In Bezug auf das Vorzeichen herrschen 
in der Litteratur verschiedene Gebräuche; namentlich bei älteren 
Autoren werden die Kraftcomponenten häufig als die positiven 
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Differentialquotienten dieser das Feld beherrschenden Gröſse ein- 
geführt (z. B. Gauss, Jacosı, Rremann), welche dann natürlich selbst 
das umgekehrte Vorzeichen erhalten mufs. Auch bei anderen Kraft- 
feldern, welche nicht dem Typus des Cobroun'schen Abstolsungs- 
gesetzes oder des Newron’schen Attractionsgesetzes angehören, hat 
man Functionen von analoger Bedeutung herangezogen, welche man 
allgemein als Kräftefunctionen bezeichnet und deren Vorzeichen 
ebenfalls in jedem Falle erst festgestellt werden muls. Wenn man 
consequent an dem gleichen Vorzeichen festhält, ist dasselbe übrigens 
gleichgültig, hier soll das in Gleichung (14) definirte durchgeführt 
werden. In sehr grolser Entfernung nähert sich x dem Werthe Null, 
in der Nähe negativer Ladungen wird ọ wegen des stark über- 
wiegenden Summanden mit kleinem r, im Nenner selbst auch negativ 
werden, in der Nähe positiver Ladungen aus demselben Grunde 
positiv. Da es übrigens zur Kenntniſs des Feldes nur auf die 
Differentialquotienten von ankommt, kann man stets einen für 
das ganze Feld constanten positiven oder negativen Werth addiren, 
welcher zwar die Beträge von ꝙ in gleichem Maalse überall ver- 
ändert, beim Differenziren aber wegfüllt und die richtigen Werthe 
der Kraftcomponenten somit nicht stört. Die Function vg selbst 
ist keine gerichtete Grölse, sie hat in jedem nicht von einer Ladung 
eingenommenen Punkte einen endlichen eindeutigen Werth und mit 
Ausnahme jener singulären Punkte auch einen stetigen Verlauf. 

Die Componenten der elektrischen Feldstärke nach den Coordi- 
natenrichtungen findet man aus der Potentialfunction ꝙ zufolge der 
Gleichungen (10) und (14) folgendermaalsen: 


. 0 ; 
F (18) 
Die Componente E, in einer beliebigen Richtung ist 


ð 
61 — — (15a) 


Die Resultante hat den Werth € = VX? + Y? + ZF, 
welcher unabhängig von der Orientirung des Axensystems ist, ob- 
wohl die einzelnen Coordinatcomponenten davon abhängen. Die 
Richtungscosinus der Resultante gegen die Axen sind X/E, Y/E, 
Z|Œ; auch ist 
E, = E' · cos (E, ); vergl. Gleichung (12). (15 b) 
Wenn man also von einem Raumpunkt aus nach allen Rich- 
tungen hin den gleichen kleinen Schritt als ausgeführt denkt, so 
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werden die dabei gefundenen Componenten E, den Cosinus der 
Winkel zwischen der Pfeilrichtung E und der Schrittrichtung d! 
proportional sein. Fällt die Richtung ! mit E zusammen, so hat 
der Cosinus seinen grölsten Werth 1, die Componente ist gleich der 
Resultante und aus (15a) sieht man, dafs dies die Richtung ist, in 
welcher der negative Differentialquotient von œ seinen gröfsten 
positiven Betrag besitzt, also die Richtung, in welcher die Werte 
von ꝙ am steilsten abfallen. In jeder auf dieser Richtung senkrechten 
ist cos (E, “) = o, es liegt in diesen Richtungen gar keine Com- 
ponente E, und deshalb hat nach (15a) die Function in diesen Rich- 
tungen kein Gefälle. Sucht man nach den Orten, an denen ꝙ einen 
constanten Werth besitzt, so findet man dafür im Allgemeinen stetig 
gekrümmte Flächen, die Aequipotentialflächen oder Niveauflächen. 
Alle die Richtungen, in welchen wir kein Gefülle des Potentialwerthes 
finden, müssen also tangential zu den Aequipotentialflächen liegen, 
woraus direct weiter folgt, daß die resultierende Kraft überall senk- 
recht auf diesen Flächen steht. Aber nicht nur über die Richtung 
der Kraft erhält man hierdurch eine Anschauung, sondern auch über 
deren relative Grölse an verschiedenen Stellen des Feldes. Verfolgt 
man nämlich zwei sehr nahe benachbart verlaufende Niveauflächen, 
für welche die beiden constanten Werthe von p sich nur um eine 
sehr kleine Differenz unterscheiden, so sieht man ohne weiteres, dafs 
diese beiden Flächen geringeren Abstand haben müssen an Stellen, 
wo das steilste Gefälle gröfser ist, ja der Normalabstand beider 
Flächen mufs umgekehrt proportional diesem Gefälle, somit auch 
umgekehrt proportional der Gröfse der Kraft sein. 

Bevor wir näher eingehen auf die mathematischen Eigenschaften 
der Potentialfunction, wollen wir in den nächsten zwei Paragraphen 
Betrachtungen einschieben über die Arbeits- und Energiegröfsen in 
einem System elektrischer Ladungen, welche sich durch die Potential- 
function ausdrücken lassen. 


$ 8. Arbeitsleistung bei der Bewegung eines geladenen 
Theilchens im elektrischen Felde. 


Wir kehren noch einmal zu den Vorstellungen des $ 5 zurück 
und bewegen das ausgewählte Theilchen e, durch äufsere Einwirkung 
langsam auf einer beliebig vorgeschriebenen Bahn durch den Raum. 
Die von den übrigen festen Ladungen e, bis en herrührende Kraft 
wird dabei entweder mithelfen, so dafs von aufsen eine Hemmung 
nöthig ist, um eine beschleunigte Bewegung zu verhindern, oder die 
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Kraft des Feldes wird sich der Bewegung widersetzen, so dafs man 
von auſsen einen Antrieb braucht. Im ersten Falle giebt das 
Ladungssystem inclusive e, Arbeit nach aufsen ab, im zweiten Falle 
nimmt es Arbeit von aufsen auf. Nur in dem besonderen Falle, 
dals der vorgeschriebene Weg senkrecht zur elektrischen Kraft ver- 
läuft, findet keines von beiden statt. Diese Arbeitsgröfsen wollen 
wir nun aufsuchen, und zwar wollen wir in allen Fällen von Arbeit 
sprechen, welche das Ladungssystem nach aufsen abgiebt; diese ist 
dann im ersten Falle positiv, im zweiten negativ zu rechnen, 
Definirt wird die Arbeit bei der Verrückung d durch das 
Product aus dem Wege und der in dessen Richtung fallenden 
mechanischen Kraftcomponente; letztere ist in unserem Systeme die 
mit e- €; bezeichnete Gröfse. Diese Arbeitsbetrüge summiren sich 
algebraisch über alle Wegelemente, liefern daher für einen endlichen 
vorgeschriebenen Weg eine Summe, welche man schreiben kann: 


(2) (2) 


A= fate & [ar (16) 
OU (1) 


Hier soll die untere Grenze (1) den Anfangspunkt des Weges, die 
obere Grenze (2) dessen Endpunkt bezeichnen. 

Bei einer beliebig vorgeschriebenen räumlichen Vertheilung des 
Vectors würde dieses Linienintegral durchaus von der Wegführung 
zwischen (1) und (2) in seinem Werthe beeinflufst werden, so dafs die 
blolse Angabe der Grenzen zur Bestimmung nicht ausreicht. Bei 
unserem elektrostatischen Felde ist aber € = — Sé wo ꝙ nach 
Gleichung (14) eine eindeutige und stetige Function im Raume ist. 
Setzen wir also nur voraus, dafs der Weg nicht durch eine der 
festen Punktladungen hindurch führt (was sich ja schon durch die 
Anwesenheit der ponderablen Träger verbietet), so ist: 


2) 
4 ap 70 N hn (16a) 
a) 
Der Werth der Arbeit zeigt sich hiernach unabhängig von der 
Führung des Weges; er wird direct gemessen durch die Abnahme 
der Function p, und diese ist gleich der Differenz der Werthe o. 
im Anfangspunkt und 9, im Endpunkt. Nehmen wir die Ladung 
€, positiv an, 80 ist die vom System abgegebene Arbeit positiv, 
wenn p > Ya ist, wenn also die bewegliche Ladung zu Stellen 


24 ERSTER THEIL, 8 8 


niedrigeren Potentialwerthes geführt wird, dagegen nimmt das System 
(inclusive e,) Arbeit von aufsen auf, wenn das positive Theilchen zu 
Stellen höheren Potential gerückt wird. Bei Verrückungen in ein 
und derselben Aequipotentialläche wird Arbeit weder abgegeben 
noch aufgenommen, dasselbe gilt, wenn (1) und (2) auf der nämlichen 
Aequipotentialfläche liegen, während der Zwischenweg diese Fläche 
verlälst. Daraus folgt noch im Besonderen, dafs die Arbeitssumme 
gleich Null ist, wenn der Endpunkt mit dem Ausgangspunkt zu- 
sammenfällt, wenn also ein beliebiger geschlossener Weg durch- 
laufen wird. Es ergiebt sich daraus die Unmöglichkeit mit elektro- 
statischen Kräften eine Arbeitsmaschine etwa dadurch zu treiben, 
dafs man eine Ladung e, fortdauernd im Kreise umlaufen läſst. 
Was dabei während einiger Theile des Umlaufs gewonnen wird, geht 
während der übrigen Theile genau wieder verloren. 

Noch eine besondere Anwendung der Gleichung (16a) wollen 
wir betrachten. Legt man den Endpunkt (2) des Weges in sehr 
grolse Entfernung von allen geladenen Körpern, so nähert sich der 
Werth oe, der Grenze Null, und die geleistete Arbeit bei dieser 
Wegführung des Theilchens wird 4, = e- Besitzt auſserdem die 
bewegliche Ladung den Werth e, = + 1, so wird dem Zahlen- 
wertbe nach 

4 = Pis (16b) 


wenn man A, in Erg (d.i. lem? g- sec -) und ꝙ in absuluten 


elektrostatischen Potentialeinheiten (d. i. 1 en gl. sec- milst. Es 
ist indessen zu beachten, dafs diese einfache Gleichung nur für die 
Maalszahlen gilt, dafs die Dimensionen aber erst dann gleich werden, 
wenn man die rechte Seite mit der absoluten elektrostatischen 


Ladungseinheit (d. i. 1 ep. gl. sec erweitert. Es ergiebt sich aus 
dieser Gleichung A, = y, eine einfache Deutung des Potential- 
begrifis: Den Werth des Potentials an einer Stelle eines elektrischen 
Feldes findet man, wenn man dorthin die positive Ladungseinheit 
versetzt denkt und die Arbeit milst, welche bei dessen Entführung 
aus dem Wirksamkeitsbereich der anderen Ladungen nach aufsen 
abgegeben wird. Oder umgekehrt: Der Potentialwerth an einem 
Orte des Raumes ist numerisch gleich der Arbeit, welche man von 
aufsen aufwenden muls, um ein mit der positiven Einheit beladenes 
Körperchen aus unendlicher Entfernung (in welcher weit und breit 
keine anderen Ladungen liegen) bis zu dem betreffenden Orte heran- 
zuführen. An Stelle der unendlichen Entfernungen vom Ladungs- 
bereich können auch andere im Endlichen gelegene Orte treten, von 
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welchen man weils, dafs in ihnen das Potential den Werth Null 
hat. Dals man Orte von dieser Eigenschaft mitunter leicht finden 
kann, sei an einem einfachen Beispiel gezeigt: Das feste Ladungs- 
system bestehe aus nur zwei Punkten, welche die entgegengesetzt 
gleichen Ladungen +e und —e tragen. Dann ist die Potential- 
function nach Gleichung (14) 
1 1 
9 K ir z)» 

wo r, den Abstand von dem positiven, r, den Abstand von dem 
negativen Theilchen bedeutet. Dieser Ausdruck verschwindet nicht 
nur in unendlicher Entfernung, sondern auch in allen Punkten der 
Ebene, welche mitten zwischen den beiden Ladungen quer steht, 
weil dort überall 7, =r, ist. Es mag auch hier schon erwähnt 
werden, dals an jedem mit der für unsere Betrachtungen unendlich 
grolsen, feuchten Erdrinde in leitende Verbindung gesetzten Con- 
ductor das Potential gleich Null zu setzen ist; wenigstens ist dies 
in allen Fällen zulässig, in denen man nicht weit ausgedehnte 
Versuchsanordnungen zum Studium terrestrischer oder meteoro- 
logischer Potentialdifferenzen zu betrachten hat. 


S 9. Potentielle Energie eines Systems von vielen geladenen 
Punkten. 


Im vorigen Paragraphen handelte es sich um Arbeitsgröſsen, 
welche von einem elektrischen Ladungssystem abgegeben werden 
durch die Bewegung eines ausgewählten Theilchens e,. Der Arbeits- 
vorrath ist die potentielle Energie aller der geladenen Theilchen in- 
clusive e, und hängt von sämmtlichen Ortscoordinaten ab, nur lieſsen 
wir sie bis auf diejenigen des einen Punktes alle constant. Diese 
Beschränkung wollen wir jetzt aufheben und damit auch die Sonder- 
stellung der Ladung e, Wir betrachten ein System von punkt- 
förmigen Ladungen, welche mit 1, 2, 3, ... . n numerirt sind. Für 
jedes Paar von Punkten mit verschiedenen Indices a und b kann 


man den Ausdruck ei bilden, in welchem rap den Abstand beider 
b 


a 
Punkte bezeichnet. Läfst man nun sowohl a wie b alle Ordnungs- 
zahlen durchlaufen, so bekommt man eine ganze Schaar solcher 
Ausdrücke (nur die Fälle a = b sind auszuschliefsen) und jeder Aus- 


druck kommt zweimal vor, z. B. Kë sowohl fürra=2,b=5 als 
2:5 
auch für a = 5, b = 2, 
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Die einfache Summe aller dieser Ausdrücke kann man daher 
folgendermaalsen schreiben: 


9-13 y 2e a nicht =b. (17) 
el bel Ta b 

Sie ist eine Function sämtlicher Coordinaten der geladenen Punkte. 
Wir suchen ihren Differentialquotienten nach irgend einer einzelnen 
Coordinate, die wir mit x; bezeichnen wollen. Alle Glieder der 
Doppelsumme, in welchen weder a noch b gleich dem Index i ist, 
fallen dabei weg, es bleiben nur diejenigen übrig, in denen a = i 
ist und diejenigen, in denen b = i ist, also zwei einfache Summen, 
welche aus dem Gesammtinhalt von ® herausgehoben sind. 

Bezeichnen wir deren Wert mit . 


= u Ei ` Co , sa E 
3 1. . Dn Lë fai 
Die beiden einfachen Summen sind aber identisch mit einander, 
daher kann man die Reihe der bei der Differentiation nach =; zu 
beachtenden Glieder kürzer schreiben: 
e 
HI = Dr Ber 18 
` > iai (18) 
Durch das Heraustreten des gemeinsamen Factors et hat der jetzt 
übrig gebliebene Summenausdruck die Form angenommen, welche 
wir bereits in Gleichung (14) aufgestellt haben, und welche schon 
vorher, z. B. in den Gleichungen (9), vorkam, nur mit dem Unter- 
schiede, dafs hier die Coordinaten des Theilchens i an der Stelle 
der variabelen Raumcoordinaten oder derer des früheren Theilchens 0 
stehen, Diese Summe ist also das Potential, welches die elektrischen 
Ladungen nach Entfernung des Theilchens e an dem Orte dieses 


Theilchens erzeugen. Bezeichnen wir es mit į, so können wir die 
Gleichung (18) schreiben: 


Di = àpi. (18a) 
Auch der vollständige Ausdruck ® läßt sich hieraus zusammen- 
setzen, wenn man der Reihe nach i = 1, 2,...., n setzt und addirt, 
Es ist 
n H 
Get KKK? (19) 


Der Factor } ist auch hier nöthig, um nicht jedes Punktpaar doppelt 
zu zählen. 
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Wir hatten ein einzelnes bestimmtes di, abgesondert, um den 
Differentialquotienten von ® nach — zu bilden. Es ist nunmehr 


Wir wissen aber bereits, dafs — Kal pes up die z-Componente 
i 

der ponderomotorischen Kraft angiebt, welche das Theilchen mit der 

Ladung e; von allen übrigen zusammen erfährt. Es ist mithin: 


60 
X NK EES 
und ganz analog 
0 p 
ne 9 (20) 
ð p 
mne = 


Die negativen Differentialquotienten der in Gleichung (17) auf- 
gestellten Funktion ® nach den einzelnen Coordinaten des Systems 
liefern also die Componenten der inneren ponderomotorischen Kräfte, 
welche jene Coordinaten beschleunigen und denen durch äufsere 
mechanische Kräfte das Gleichgewicht gehalten werden muls, um 
das System in Ruhe zu halten. 

Wir wollen uns nun das System elektrischer Punkte in einer 
gegebenen Lage oder Configuration vorstellen und sodann jedem 
Punkte eine kleine Verrückung ertheilen, welche vollständig angegeben 
wird durch die Variationen sümmtlicher Coordinaten. Diese seien 
für den Punkt a bezeichnet mit Las Ô Yas aa, so dals der Ort 
dieses Punktes nunmehr durch die Coordinaten ©, + dn, Ya + Ò Yas 
Za + J % bestimmt ist. Die Function ® verändert dabei ihren ur- 
sprünglichen Werth um einen kleinen Betrag ðP, den man die 
Variation von ® nennt, Sie hängt durchaus ab von der Wahl der 
Verrückungen und läfst sich durch diese linear und homogen aus- 
drücken, ganz so wie das Differential einer Function vieler Variabeler: 


ð p ð p 99 5 * +. 


oder in Summenform: 


ð Dp 0 p 
2 -S a ën „ e Dn 221 


Feal Ô Ta 
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Hier hinein setzen wir die soeben gefundenen Bedeutungen der 
Differentialquotienten von O als Kraftcomponenten und finden: 


sio d p => fla (Xa DER + Ya Ò Ya * Za del, (21a) 


Jeder einzelne Summand der rechten Seite stellt die mechanische 
Arbeit, welche die von den übrigen Ladungen (aufser a) herrühren- 
den Abstoſsungs- oder Anziehungskräfte bei der Verrückung des 
Punktes a leisten, denn wenn wir die Resultante von Xa, Ya, Za mit 
Ea und die aus d , öy,, Ö Za resultirende Verrückung mit Al, be- 
zeichnen, endlich den Winkel zwischen diesen beiden Richtungen e 
nennen, so ist: 


en (Xa S Ta + Ya Ô Ya + Zad Za) = (ea Ea COS @) d la. 


Der erste Factor rechts ist die in die Wegrichtung fallende Kraft- 
componente; diese giebt, mit der Weglänge multiplicirt, die Arbeit 
bei der Verrückung des Theilchens a. Ueber alle a summirt er- 
halten wir die gesammte bei der Verrückung des Systems von 
den elektrischen Kräften geleistete Arbeit A; und diese ist nach 
Gleichung (21a) der negativen Variation der Function ® gleich 
— d UD ss A Mit anderen Worten: ® nimmt um so viel ab, als 
die elektrischen Kräfte bei der Verrückung Arbeit gespendet haben, 
oder falls die Verrückungen so gewählt sind, dafs sie überwiegend 
entgegen den Richtungen führen, in welchen die inneren Kräfte die 
Ladungen zu treiben streben, so nimmt ® um so viel zu, als bei 
der Verrückung Arbeit von aufsen aufgewendet wurde. Die Function ® 
ist daher das Maafs für den Arbeitsvorrath in dem System, sie stellt 
die potentielle Energie der elektrostatischen Kräfte dar, welche wir 
für ein einzelnes Punktpaar schon in $ 4 aufgefunden haben. 

Bei der Ableitung dieser Eigenschaft mufsten wir die Variation 
der Coordinaten verschwindend klein voraussetzen, weil sonst der 
einfache Ausdruck für A dh in Gleichung (21) nicht ausreichend ge- 
wesen wäre. Diese Beschränkung kommt im Wesentlichen darauf 
hinaus, dafs man die auf ein Theilchen wirkende Kraft auf dem 
ganzen Verrückungswege constant setzen darf, auch unbeeinflufst 
durch die gleichzeitigen Verrückungen der anderen Punkte. Diese 
Beschränkung können wir jetzt fallen lassen. Jede endliche Con- 
figurationsänderung des Systems kann man zu Stande gebracht denken 
durch die Aufeinanderfolge sehr vieler kleiner, für welche der Satz 
jetzt bewiesen ist. Diese Zwischenzustände sind sogar auf unendlich 
mannigfaltige Weise wählbar, vorgeschrieben mufs nur die Anfangs- 
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configuration und die Endconfiguration sein. Die A der einzelnen 
Theilprozesse summiren sich dabei zu einem endlichen Betrage, dessen 
Werth gleich der Differenz zwischen dem Endwerth . und dem An- 
fangswerth ®, sein mufs. Diese beiden Werthe kann man aber aus 
den Coordinaten der Anfangs- und Endlage berechnen, ohne dafs 
man die Zwischenlagen zu kennen braucht. Der Gleichung — A di 
= A für kleine Verrückungen entspricht daher für endliche Lagen- 


änderungen folgende: 
dh, D= A (22) 


Die Abnahme von ® milst die vom Systeme geleistete, nach aulsen 
abgegebene Arbeit. 

Wählt man als Endlage eine vollständige Zerstreuung aller 
Ladungen in unendlicher Ferne, so dafs alle gegenseitigen Kraft- 
wirkungen verschwinden, so wird auch der Ausdruck ® in Gleichung (17) 
wegen der unendlich grofsen vas in den Nennern verschwinden. Man 
darf dann e = 0 setzen und es wird: 


Dem entsprechend kann man sagen: Die potentielle Energie eines 
elektrischen Systems ist der Werth der Arbeit, die man von aufsen 
gebraucht hat, um die im Unendlichen verstreuten Ladungen gegen 
die Abstolsungskräfte zusammen zu führen zu der gegebenen Con- 
figuration. Nach dieser Auffassung enthält die potentielle Energie 
keine willkürliche additive Constante (der Ausdruck in Gleichung (17) 
gleichfalls nicht), Der Arbeitsvorrath kann positiv, Null, auch negativ 
sein, ohne dafs in letzteren beiden Fällen das System aufser Stande 
wäre, noch Arbeit zu leisten. Führt man z. B. ein positiv und ein 
negativ geladenes Theilchen aus unendlicher Entfernung zusammen 
auf einen endlichen Abstand, so sinkt die potentielle Energie von 
Null beginnend ins Negative hinab, die Anziehungskraft arbeitet bei 
der Annäherung. Das System kann aber immer noch mehr Arbeit 
abgeben, wenn man den Ladungen gestattet sich, noch mehr zu 
nähern. 

Um die Vorstellung negativer Arbeitsvorräthe zu vermeiden, kann 
man nun zu der Function ® immer eine hinreichend große Con- 
stante hinzu addiren, ohne dals die Bedeutung der Function da- 
durch geändert wird. In der Gleichung (17) und auch in (22a) 
muls dann freilich der Werth dieser Constanten rechts als Summand 
zugefügt werden, aber alle Beziehungen, in denen nur Differenzen 
zweier Werthe von ® oder nur Differentialquotienten von ® vor- 
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kommen, bleiben ungeändert durch eine additive Constante zu O, 
so z. B. die Gleichung (22) und die Ausdrücke der Kraftcomponenten 
in den Gleichungen (20). 

Es sei schon hier darauf hingewiesen, dals der Gesammtbetrag 
der Energie eines elektrostatischen Feldes stets positiv ist, auch 
ohne dafs man noch eine Constante hinzufügt. Bisher haben wir 
noch nicht von den Arbeitsbeträgen gesprochen, welche zur Con- 
centrirung der Punktladungen notwendig sind. Näheres darüber 
siehe $ 25. 


$ 10. Die Potentialfunction eines Systems elektrischer Punkte 
genügt der Differentialgleichung von Laplace. 


Nachdem wir die potentielle Energie eines Systems elektrischer 
Punkte kennen gelernt haben und auch gefunden haben, dafs diese 
sich als einfache Summe von Potentialfunctionen, jede multiplicirt 
mit einem elektrischen Quantum, darstellen läfst [Gleichung (19)], 
wollen wir zu den Potentialfunctionen als den einfacheren Begriffen 
zurückkehren und weitere charakteristische Eigenschaften derselben 
aufsuchen. Zuerst wollen wir deductiv zeigen, dafs ꝙ als Function 
der Variabelen , y, x einer bestimmten sehr allgemeinen Differential- 
gleichung genügt. 

Denken wir uns nur eine einzige positive Ladung e, in dem 
Raumpunkt 41, y» 1 festliegend, so erzeugt diese ein elektro- 
statisches Feld, dessen Pfeile überall radial von dem geladenen 
Punkte wegweisen, und an Länge mit wachsendem Abstand ab- 
nehmen, wie das reciproke Quadrat dieses Abstandes. Die Aequi- 
potentialflächen sind concentrische Kugelflächen um den geladenen 
Punkt. Die Potentialfunction, die wir o, nennen, ist: 


o, =i, „MT Y Laf, (28) 


Wir wollen nun die Differentialquotienten von o, nach den darin 
steckenden Variabelen æ, y, x bilden. Man findet: 


dr LAT * 

dr — * 

. 2). 23a 
97 dr (23a) 
EI = — ¢ ES e 

0% 
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Diese Ausdrücke sind mit Ausnahme der Stelle x, y, x, im ganzen 
Raume endlich und stetig. 

Differenziren wir nochmals nach den gleichgerichteten Coordi- 
naten, so kommt: 


KN 1 Air — x.) 

SÉ * 715 + * 

e 1 By — u) 

Fa -azta ol, (28b) 
0? 1 36 — 23) 
TEE N. 


Auch diese zweiten Differentialquotienten sind mit Ausnahme 
derselben einen Stelle im Raume überall endlich und stetig. Bilden 
wir nun die Summe dieser letzten drei Gleichungen, so erhalten wir: 


3 8 ( — m)? 1 N, 
gc Babe na, 

1 1 
Da aber die geschweifte Klammer im Zähler des zweiten Summanden 
der rechten Seite gleich r,? ist, welches sich gegen zwei Factoren r, 
im Nenner hebt, so ist das zweite Glied + e, = der ganze Aus- 

1 

druck mithin gleich Null: 


2 2 2 
LN E E ER (24) 


Dies ist eine sehr allgemeine partielle homogene lineare 
Differentialgleichung, deren Integrale zuerst von Larrace studirt 
worden sind, und die man deshalb die Lartace'sche Differential- 
gleichung nennt. Die Summe der drei zweiten Differentialquotienten, 
für welche das abkürzende Zeichen Ay, (oder auch 97%) in 
Gebrauch ist, wird auch wohl als LarzAace'sche Operation bezeichnet. 
Dieselbe ist hier bezogen auf ein bestimmtes Coordinatensystem, es 
sei aber gleich erwähnt, dafs sie eine davon unabhängige Bedeutung 
hat [vergl. z. B. Band II, S. 111, Gleichung (54e, und auch in 
anderen als cartesischen Coordinaten ausgedrückt werden kann. 

Für unsere Potentialfunction y, muls also die Eigenschaft 


Ae, = 0 (24a) 
an allen Stellen des Raumes erfüllt sein. Nur an der Stelle z,, y,, zu 
wo die felderzeugende Ladung e, ihren Sitz hat, können wir nichts 
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darüber aussagen, denn dort wird der mathematische Werth von 
p, = &/r, unendlich und dessen Differentialquotienten, die in (23a 
und b) gebildet wurden, werden dies in noch höherem Grade und 
verlieren auch jeden bestimmten Sinn. Physikalisch können wir 
auch nichts weiter aussagen, als dals es geladene Punkte ohne jede 
Ausdehnung nicht giebt, dafs daher das Potential dicht um das 
Centrum herum einen anderen physikalischen Verlauf haben wird, 
als der mathematische Ausdruck e fe, angiebt. 
Haben wir nun noch an anderen Stellen , Ya, 42; Zgs Ya 
* . . . Punkte mit den Ladungen e,, e . .. und nennen wir die 
Abstände von diesen Punkten r,, 1% . . 80 gelten für die Potential- 
functionen, welche jeder dieser Ladungen für sich allein zugehören, 
also für p, = a, P; = 3. . .. Differentialgleichungen von der 
2 3 

nämlichen Form, jede hat ihre Ausnahmestelle in dem geladenen 
Centrum. Es ist 

4% = 0 überall aufser an der Stelle ma, Yy 42 

4% = 0 überall aufser an der Stelle z Yy, 45 

etc. 
Die gleichzeitige Anwesenheit eines ganzen Systems von Punkt- 
ladungen erzeugt eine Potentialfunction 


E E e, 
= -L KE Ss Nr. 
e, 


In jedem geladenen Punkte wird einer der rechtsstehenden Summan- 
den unendlich und damit die ganze Summe ꝙ ebenfalls unendlich. 


2 
Wir wollen nun 4% bilden. Da die Operation 4 551 + Ja + 


3 
d einen linearen homogenen Ausdruck liefert, ist 4 von einer 


Summe gleich der Summe der 4 von den einzelnen Summanden, 
also: 


pm 244 AR ge 
71 Ts 


Die Glieder rechts sind, wie wir gesehen haben, im Allgemeinen 
überall gleich Null, nur gilt dies für das erste Glied nicht an der 
Stelle, wo e, liegt, für das zweite nicht an der Stelle e,, und so 
weiter. Es folgt also 

47 ss 0 25) 
mit Ausnahme aller Stellen 1, 2, . 
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Die Potentialfunction eines Systems geladener Punkte genügt 
also im ganzen Raume mit Ausnahme der Orte der Punktladungen 
selbst der Larzace'schen Differentialgleichung. 


$ 11. Continuirlich verbreitete Ladungen in räumlichen 
Bezirken. 


Wir wollen nun dazu übergehen, uns an Stelle der diskreten 
elektrisch geladenen Punkte continuirlich verbreitete Ladungen vor- 
zustellen. An ponderabler Substanz müssen wir die Ladungen stets 
haftend denken. Wir wollen auch für den Anfang annehmen, dals 
die Vertheilungen unverrückbar festgehalten werden, dafs sie sich 
also nicht etwa erst zu einem Gleichgewichtszustand der elektrischen 
Kräfte zurechtschieben, wie dies in metallischen oder flüssigen 
Körpern geschieht, in welchen entweder die Elektricitäten oder aber 
die ponderablen Träger frei fliefsen können. Wir denken uns also 
die Träger als feste vollkommene Isolatoren und die Vertheilungen 
der Elektricitäten als willkürlich und unveränderlich vorgeschrieben. 
Die erste mögliche Vorstellung ist die, dafs die Elektrieität mit 
endlicher räumlicher Dichtigkeit in einem oder mehreren Körpern 
verbreitet ist; ein endliches Quantum ist dann in einem endlichen 
Volumen enthalten; die Raumdichtigkeit e der Ladung an einer 
Stelle ist der Grenzwert, dem sich das Verhältnils des elektrischen 
Quantums zum damit ausgefüllten Volumen bei verschwindender 
Grölse des letzteren nähert. Dadurch wird bei bekannter Vertheilung 
die Dichtigkeit s eine bekannte Function des Ortes im geladenen 
Körper. Diesen Ort wollen wir durch die Cartesischen Coordinaten 
E, , C bezeichnen. Stetig braucht die Function s nicht zu sein, 
aber wir wollen sie als überall endlich voraussetzen. 

Der Dimension nach ist die elektrische Raumdichtigkeit gleich 
Elektrieitätsmenge dividirt durch Volumen, also im elektrostatischen 
Maalssysteme nach Gleichung (2) 


„ HI Mi -i (26) 


Ihre Einheit im (C.G.S.-System ist eine aulserordentlich geringe 
Grölse, da eine Ladungseinheit, deren Kleinheit am Schlusse von 
§ 2 bereits geschildert wurde, ein ganzes Cubikcentimeter ausfüllt. 

Wenn wir nun die Potentialfunction des elektrischen Feldes 
suchen, welches eine räumlich stetige Elektrieitätsvertheilung erzeugt, 
so können wir die bei den Systemen geladener Punkte aufgestellten 
Begriffe und Formeln auf den vorliegenden Fall EE 

H. v. Hgtauotzz, Theoret. Physik. Bd. IV. 
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An die Stelle eines geladenen Punktes tritt hier ein geladenes 
Volumelement, in welchem das Quantum e- dg -d dg enthalten ist. 
Liegt dieses an der Stelle F, /, C, so erzeugt es in einem Raum- 
punkt , y, x, dessen Abstand von dem Volumelement also 


r = Va — £ + y — n)? + (x ) 
ist, ein Potential dp von der Gröfse 


17 2 2E. d ARE 

r 
An die Stelle der Summation über die Potentiale, die von vielen 
geladenen Punkten herrühren, tritt hier die Integration des Aus- 
drucks de über alle geladenen Volumelemente: 


p= Jasta ar. (27) 


Hier kommen die Integrationsvariabelen g, J, F sowohl in der 
Funktion e, als auch in r vor, während in r die Ortscoordinaten 
x, y, x des Punktes, für welchen der Wert ꝙ gesucht wird, die 
Rolle fester Parameter spielen. Darum ist auch ꝙ eine Function 
von x, y, , während die Integrationsvariabelen durch die festen 
Grenzen des bestimmten Integrals verdrängt sind. 

Liegt der Punkt æ, y, & aufserhalb des geladenen Körpergebiets 
an einer von Elektricität leeren Stelle, wo e = 0 ist, so sind alle 
im Integranden vorkommenden Abstände r von endlicher Gröfse; 
das Potential ꝙ ist dort ebenso sicher endlich und stetig, wie es 
bei punktförmigen Ladungen an leeren Stellen ist. Es läfst sich 
auch auf analoge Weise, wie im vorigen Paragraphen beweisen, dafs 
das Potential einer continuirlich räumlichen Elektricitätsvertheilung 
in den von Ladungen freien umgebenden Raumtheilen der LAPLACE'= 
schen Differentialgleichung folgt, denn die Operation 4, für die 
Parameter æ, y, x an dem Integral ausgeführt, kann, da diese 
Parameter nicht in den Grenzen vorkommen, an dem Integrandus 
vorgenommen werden: 


4740 . .at. ana. t= ff ſas an. ac. 4% o. (27a) 


Liegt dagegen der Punkt x, y, x innerhalb des geladenen Ge- 
bietes, so werden die direkten Uebertragungen aus der Theorie des 
Potentials von Punktladungen hinfällig, weil r für denjenigen Theil 
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der Integralsumme, in welchem der Punkt selbst liegt, verschwindend 
klein, der Integrand also unendlich groſs wird. 

Wir wollen nun zeigen, dafs trotzdem bei endlicher Dichtigkeit & 
das Integral ꝙ einen bestimmten endlichen Werth behält. Wir führen 
statt der rechtwinkligen Coordinaten £, o, F ein Polarcoordinaten- 
system ein, dessen Anfangspunkt im Innern des geladenen Gebietes 
an der Stelle z, y, x liegt, für welche wir den Werth von p suchen. 
Dann ist 

F - cos 0, 
n — y = r sin 9. cos 7, 


č — z = rsin . siny 
und das Volumelement ist 


dt dr. dd dy sin d. 


Mithin 
p= |f ſaras antun = ff ſardd dci moe. (28) 


Legen wir um den Anfangspunkt eine Kugelfläche mit dem 
kleinen Radius o, so wird das Integrationsgebiet dadurch in den 
Raum aufserhalb und innerhalb der Kugelfläche zerschnitten und 
dem entsprechend zerfüllt auch das Raumintegral in zwei Theile. 
Derjenige Theil, welcher die Integration über den äufseren Raum 
enthält, ist sicher endlich, denn die Stelle, an der r= 0 wird, ist ja 
durch die kleine Kugel herausgeschnitten. Wir haben es daher nur 
zu thun mit dem Integral über den Kugelraum selbst, welches wir 
Po nennen: 


Po ee 28a) 
. G 


Der Mittelwerth der elektrischen Dichtigkeit in der Kugel, s, ein 
nach unseren Voraussetzungen endlicher Betrag, kann vor das In- 
tegral gesetzt werden, welches sich dann leicht ausführen läßt 


0 * 
Pe=ë 2n fi r- |dd -sinb = Zare, (28 b) 
0 


0 


Aus dem Factor o? erkennt man, dafs mit verschwindendem 
Radius o auch der Integralwerth über das Innere der Kugel gegen 
Null strebt und damit ist bewiesen, dafs das Potential räumlich 


verbreiteter Ladungen auch im Inneren der geladenen Bereiche 
gr 
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endlich bleibt. Wir können den Satz sogar noch erweitern, indem 
wir zeigen, dafs die elektrische Dichtigkeit in einem Punkte sogar 
in gewisser Weise unendlich werden darf, ohne dafs dort für ꝙ das 
Gleiche gilt. Setzen wir z. B. folgende Vertheilung an: 


A 
ê = EA (29) 


wo A eine Constante und x eine positive Zahl ist, so erhalten wir 
im Nullpunkt s = . Berechnen wir aber % nach Gleichung (28a) 


e a 2a 2 
70 [ar fü Jane sint 2.24 deri: 
9 o 9 ( 


AnA 


29a) 


spare, 


Wenn nur 2—x ein positiver Exponent ist, wenn also æ kleiner 
als 2 ist, verschwindet dieser Ausdruck o, mit verschwindendem o, 
und das Potential o bleibt in jenem Punkte endlich, obwohl die 
Dichtigkeit der Elektrieität dort unendlich wird. 

Nun wollen wir die ersten Differentialquotienten des Potentials ꝙ 
nach den Variabelen æ, y, x betrachten, welche mit negativem Vor- 
zeichen versehen, die Componenten der elektrischen Feldstärke oder 
Kraft angeben. Da jede dieser Variabelen, z. B. æ, nur als Para- 
meter in dem Neuner r des Integrandus vorkommt, so wird die 
Differenzirung des ursprünglichen Ausdrucks p in Gleichung (27) 
unter dem Integralzeichen ausgeführt: 


Daten Diet Here 


Setzen wir wieder das Volumelement des Polarcoordinatensystems 
ein, so hebt sich r? fort und es bleibt: 


d — ; 
79 ſerdo. un: cn q ee, (30) 


also ein endlicher Betrag. Würde man auch hier das Raumintegral 
theilen in den Beitrag der kleinen Kugel vom Radius o und des 


üulseren Raumes, so würde ersteres proportional der ersten Potenz 
von ọ verschwinden, 
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Aehnliche Resultate würde man für 6 %% und d ꝙ / finden, 
wenn auch dabei wegen der Lage der Polaraxe noch Kreisfunctionen 
des Längenwinkels 7 mit eingehen würden, welche aber als echte 
Brüche die Gröfsenordnung der Integrale nicht verändern können. 
Wir ziehen daher den Schlufs, dafs auch die elektrischen Kräfte im 
Inneren räumlich geladener Gebiete endlich bleiben und bestimmte 
Intensität und Richtung besitzen. 


Auch hier kann sogar die Dichtigkeit e noch an einzelnen 
Punkten über alle Grenzen wachsen, ohne dafs die Feldstärke 
das Gleiche thut. Setzen wir wieder 


und integriren über den kleinen Kugelraum um die Unstetigkeits- 
stelle von e: 


e An e * 
Grm farfan fassin 9 os 2n 101. abend cg. (31a) 
0 0 0 


Dieser Ausdruck verschwindet mit po, sobald der Exponent 
1 —x positiv ist, sobald also x kleiner als 1 ist. Dabei kann also 
die Dichtigkeit immer noch im Nullpunkt unendlich werden wie 
eine echt gebrochene Potenz von r, Auf einen zweiten Umstand, 


dals nämlich das übrig gebliebene f d sin 0 cos d = 0 ist, wollen 
0 


wir kein besonderes Gewicht legen. Das rührt nur daher, daſs wir 
den Abfall der Dichtigkeit e nach allen Richtungen radial sym- 
metrisch angesetzt haben. Bei solcher Vertheilung kann freilich im 
Symmetriecentrum keine Kraft nach irgend einer Seite zu Stande 
kommen, weil sich diametral gegenüberliegende gleiche Ladungen in 
ihrer Wirkung auf das Centrum stets aufheben, sie mögen so stark 
sein, als beliebt. 


Gehen wir nun aber zu den zweiten Differentialquotienten von 
p über, welche uns wegen der Laplace-Gleichung interessiren, so 
stofsen wir selbst bei endlicher räumlicher Dichtigkeit auf Hinder- 
nisse, Der im Volumelement des Polarcoordinatensystems vor- 
kommende Factor r? reicht nicht mehr hin, die im Nenner bei den 
Differentialquotienten auftretenden Potenzen von r aufzuheben, son- 
dern es bleibt 1/r im Integranden zurück. Dieses über die kleine Kugel 
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2 2 
integrirt, giebt aber f = = log natr, was den unbestimmten Werth 
d 0 
c annimmt. Man kann also bei den zweiten Differentialquo- 
tienten des Potentials nicht mehr den Schlufs ziehen, dafs der Bei- 
trag der kleinen Kugel zugleich mit deren Radius verschwindet. 
Dasselbe gilt dann auch von der Summe der zweiten Differential- 
quotienten, welche mit 4% bezeichnet wurde. Zerschneiden wir also 
das Volumintegral o in einen Teil e, erstreckt über den Raum der 
kleinen Kugel, und einen zweiten g über den äufseren geladenen 
Raum, so ist sicherlich wie in (27a) gezeigt: 4% = 0. Über 4 
aber können wir nichts aussagen, und deshalb auch über 4% nicht. 
Wir werden nachher sehen (was Larzace noch nicht erkannt zu 
haben scheint), dals thatsächlich an Stellen mit räumlicher elek- 
trischer Dichtigkeit das Ay einen von Null verschiedenen Werth 
besitzt. 

In dem Falle, dafs die Dichtigkeitsvertheilung in einem Punkte 
auf Null heruntergeht, lüfst sich indessen zeigen, dafs das Integral 
über die kleine Kugel mit dieser schwindet. 

Setzen wir z. B. ge A4. , wo x eine positive Zahl ist, so wird 
dadurch eine von Null anwachsende radial gleichmälsige Vertheilung 


dargestellt. In dem Integranden, der vorher f = enthielt, bekommen 


wir jetzt (EZ dr rim Ze also eine positive Potenz 


von r, welche bewirkt, dafs der Antheil der kleinen Kugel für o= 0 
verschwindet. Je kleiner die Zahl x gewählt wird, um so steiler 
ist der Anstieg der Dichtigkeit um die Nullstrecke herum und da 
wir x als echten Bruch ansetzen dürfen, so ist ein sehr schroffer 
Uebergang von der Dichtigkeit Null in dem betrachteten Punkte zu 
endlichen Werthen verträglich damit, dafs im Centrum 4% = 0 bleibt. 

Zu je höheren Differentialquotienten von p man übergeht, um 
so höhere Potenzen von r treten im Nenner des Integranden auf. 
Ueber den Beitrag, den das Integral über den verschwindenden 
Kugelraum zu einem dieser höheren Differentialquotienten liefert, 
kann man nichts aussagen; er kann endlich, unendlich und unstetig 
wechseln. 

Fassen wir nochmals die wichtigsten Ergebnisse dieses Para- 
graphen zusammen: Bei endlicher räumlicher Dichtigkeit der Elek- 
tricitüt haben die in unendlich geringer Entfernung von dem be- 
trachteten Punkt , y, x gelegenen Ladungen einen verschwindend 
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kleinen Einflufs auf den Werth des Potentials ꝙ und seiner ersten 
Differentialquotienten, welche die Feldstärke messen. Diese Grölsen 
bleiben daher im Inneren geladener Bereiche endlich. Es folgt 
daraus sogar direct, dals sie sich auch stetig verändern müssen, 
selbst an Stellen, wo e unstetig ist, z. B. wenn man mit dem Punkte z, y, x 
aus leerem Gebiet in geladenes Übertritt. Die zweiten Differential- 
quotienten und namentlich das 4% wird aber in seinem Werthe 
empfindlich beeinflulst durch die in unendlich kleinem Raum um 
den betrachteten Punkt herumliegenden Ladungen, also durch den 
lokalen Werth der Dichtigkeit e. An Stellen, wo dieser sich un- 
stetig ändert, z. B. an der Grenzfläche zwischen leerem und ge- 
ladenem Gebiet, werden daher auch Sprünge von 4% zu erwarten 
sein. Mehr läfst sich einstweilen nicht darüber aussagen. 


§ 12. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Flächen, 


Eine zweite Möglichkeit, continuirlich verbreitete elektrische 
Ladungen sich vorzustellen, besteht darin, dafs man die Elektrieität 
auf vorgeschriebenen Flächen ausgebreitet denkt derart, dafs ein 
endliches Quantum der Ladung ein endliches Flächenstück bedeckt. 
Der Quotient aus der Ladung, dividirt durch die bedetkte Fläche, 
nähere sich für verschwindende Gröſse der letzteren an jeder Stelle 
der Fläche einem festen endlichen Grenzwerth, welcher die Flächen- 
dichtigkeit e der Elektricitüt genannt wird. Wir wollen auch hier 
zunächst voraussetzen, dafs die Vertheilung unverrückbar von der 
Fläche festgehalten werde, sich nicht etwa erst unter Wirkung der 
elektrischen Kräfte darauf zu einer Gleichgewichtslage zurechtschiebe; 
dann ist e als eine vorgeschriebene Function des Ortes auf der 
Fläche zu behandeln, ein einzelnes Flächenelement ds enthält dann 
das Ladungsquantum de = e · de. 


Die Dimension der Flächendichtigkeit im elektrostatischen Maals- 
system findet man, indem man die elektrostatische Dimension der 
Ladung, Gleichung (2), dividirt durch die Dimension Z° der Fläche. 
Es ist mithin 

e =[L} M TH. (82) 
Ihre Einheit im C.@.S.-System bildet ein über ein Quadratcentimeter 
verbreitetes Einheitsquantum. 

Das Potential einer Flächenbelegung kann man ebenso be- 


rechnen wie dasjenige von punktförmigen Ladungen eds; an Stelle 
der Summation tritt hier eine Integration über sämmtliche geladenen 
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Flächen, r bezeichne den Abstand der einzelnen Flächenelemente de 
von dem Punkte z, y, x, in welchem œ gesucht wird. Es ist dann 


paffe e 


Dieser Ausdruck ist endlich und verläuft sicherlich stetig, so lange 
der Punkt in endlichem Abstand von der belegten Fläche bleibt. 
Nähert er sich aber der Fläche bis zu einem verschwindenden Ab- 
stand oder rückt er gar in die Fläche selbst, so wächst der Integrand 
für die nächstbenachbarten Flächenelemente über alle Grenzen. Es 
bedarf dann einer besonderen Untersuchung, um zu erkennen, ob 
auch dann endlich und stetig bleibt. 

Wir denken den Punkt P (siehe die perspectivische Ansicht 
Figur 2), in welchem ꝙ gesucht werden soll, in sehr geringem Ab- 
stande von der geladenen Fläche, 
fällen von ihm aus die Normale PN 
und legen um sie als Axe einen 
Kreiscylindermantel vom Radius o. 
Dieser schneidet aus der Fläche 
ein rund umgrenztes Stück heraus 
Dieselbe Construction ist auch 
denkbar für den Fall, dafs der 
Punkt P genau in der geladenen 
Fläche liegt, sich also mit N deckt. 
Zertheilen wir nun das Integral 
für e [Gleichung (83)] ebenso, wie 

` Fig. 2. die geladene Fläche, so leuchtet 

ein, dals der über die aufserhalb 

des herausgeschnittenen Stückes liegenden Flächenbelegungen er- 
streckte Antheil endlich und stetig bleibt, selbst wenn P nach N 
rückt, weil eben die über alle Grenzen wachsenden Summanden 
darin fehlen. Wir haben es daher nur mit dem Integral über das 
im Inneren des Cylinders gelegene Stück der Fläche zu thun. Wir 
führen in der durch P gelegten Querschnittsebene, welche also zur 
Tangentialebene wird, wenn P nach N rückt, Polarcoordinaten ein: 
Radius o und Azimuth 9. Das Flächenelement in dieser Ebene wird: 


ds „ · do · d G. (84) 


Die Flächenelemente ds auf der geladenen, im Allgemeinen krummen 
Fläche wählen wir so, dafs deren Projectionen auf die Querschnitts- 
ebene sich mit den soeben angegebenen ds’ decken, vergl. Figur 2. 
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Ist « der Neigungswinkel eines ds gegen die Grundebene, so 
ist ds» cos@ = ds’, oder 
0 · do · d o 
cos o 


ds = S (34a) 
mithin der über das herausgeschnittene Flächenstück erstreckte Theil 
des Integrals 


0 e 
o, Jun deen (85) 


Nun kann auf keine Weise o grölser werden als r, der Bruch o/r 
also nie gröfser als 1; im Allgemeinen ist vielmehr immer o/r<1. 
In Figur 2 ist o der Abstand des ds’ von P, während r durch die 
punktirte Linie von P nach ds gegeben ist. Rückt aber P nach N 
und hat die Fläche stetige Krümmung, so nähert sich o/r für kleine 
Abstände dem Werthe 1 so stark, dafs man es als Factor im Inte- 
granden weglassen darf, was wir jetzt auch thun wollen. In allen 
Fällen wird durch Unterdrückung dieses Factors der Werth von 9% 
höchstens vergröſsert, niemals aber verkleinert, und in dem Falle 
P= N überhaupt nicht alterirt. 

Das Integral p, in (35) erscheint dann als bestimmtes Doppel- 
integral mit endlichen Grenzen für die Variabelen d und og. Der 


Integrand ist az also ebenfalls endlich, wenn nicht in dem eng- 


begrenzten Flächenstück bereits Neigungen von einem rechten Winkel 
gegen die Tangente im Mittelpunkt vorkommen. Das ist aber bei 
stetig gekrümmten Flächen ausgeschlossen, vielmehr wird dann der 
cos % bei hinreichend kleinem o, überall nahe gleich 1 sein, so dafs 
man ihn ebenfalls ohne Fehler weglassen kann. Läfst man endlich 
den Cylinderradius o, kleiner und kleiner werden, so kann man statt 
der Variabelen e einen festen Mittelwerth 2 setzen, der jedenfalls 
endlich bleibt, und man erhält den Grenzwerth: 


Po = 2 * 00 U, 


welcher mit o, gegen Null abnimmt. Damit ist bewiesen, dals p 
endlich und stetig bleibt, auch wenn der Punkt durch die Fläche 
hindurchtritt an einer Stelle, in welcher Elektricität mit endlicher 
Flächendichtigkeit verbreitet ist. Es wurde eben der Umstand be- 
nützt, dafs bei stetig gekrümmten Flächen sowohl % wie cos œ sich 
der 1 nähern, so dafs man beide Factoren weglassen darf. Es sei 
erwähnt, dafs das Gleiche auch gilt für die (nicht stetig gekrümmte) 
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Spitze einer Kegelfläche. Bei dieser nähern sich jene beiden Fac- 


ọ 


toren zwar nicht der 1, aber es ist dann „ os a, delshalb heben 


sich beide gegeneinander. 

Das Integral p, in Gleichung (35) über den Flächenausschnitt 
verschwindet mit o, sogar noch dann, wenn der Integrand in ge- 
wisser Weise unendlich wird. 

Nehmen wir z. B. folgende Vertheilung an: 


ee (86) 
r cose o 
welche für positives x im Centrum unendlich wird, so ist: 
OË: EN 
o Alan KE d 36 a) 
0 0 


verschwindet also mit 0%, so lange nur x ein echter Bruch ist. 
Wird also die elektrische Flächendichtigkeit e auf einer stetig ge- 
krümmten Fläche oder an der Spitze einer Kegelflüche (wir können 
auch noch hinzufügen „an einer scharfen Kante“) unendlich wie eine 
echt gebrochene Potenz des reciproken Abstandes 1/o, so bleibt trotz- 
dem die Potentialfunction an dieser Stelle endlich und stetig. 


Bildet man einen ersten Differenzialquotient von ꝙ, z. B. 32 


so ist zu beachten, dals x nur in r steckt, und dafs 

ð E cos (r, x) 

drr Te 
ist. Das über die Fläche aufserhalb des Cylinders erstreckte Integral 
hat endliche und stetige Differentialquotienten. Es kommt nur 


an auf 
2a 


& 
Gë - fas . ` (87) 


x r? COS & 


0 0 


Für Punkte, welche in der geladenen Fläche selbst liegen, hat dieser 
Ausdruck keinen bestimmten Sinn mehr, denn wegen einer im 
Nenner übrig bleibenden ersten Potenz von r, wofür man im Grenz- 
fall und bei stetiger Krümmung auch o setzen darf, erhält man der 


— 
Gröfsenordnung nach lognat o, das wird o— œ. Sobald der 
NES dé 
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Punkt aber deutlich auf der einen oder auf der anderen Seite der 
geladenen Fläche liegt, wenn auch noch so nahe, so wird r niemals 
genau = 0, der Ausdruck (37) nimmt dann einen bestimmten end- 
lichen Werth an, welcher aber nicht mit o, zugleich gegen Null strebt, 
wenn wir den Abstand von der Fläche < % lassen. Es ist auch direkt 
zu erkennen, dafs die Beiträge, die (37) zu dem ganzen sr liefert, 
wenn man von beiden Seiten an die Fläche heranrückt, entgegen- 
gesetzt gleich werden müssen, denn während alle übrigen Factoren 
beidemal die gleichen sind, hat r entgegengesetzte Richtungen, also 
der cos (,) beidemale entgegengesetzt gleiche Werthe. So bildet 
sich eine endliche Differenz zwischen den Werthen von 75 an 
zwei Stellen, welche in verschwindendem Abstand von einander zu 
beiden Seiten der Fläche liegen, d. h. die ersten Differential- 
quotienten des Potentials werden dort unstetig, bleiben aber endlich. 
Nur die nach der Richtung einer Tangente an die Fläche ge- 
nommenen Differentialquotienten müssen stetig bleiben, weil die 
Function ꝙ selbst in der Fläche eindeutig ist und zu beiden Seiten 
stetig verläuft. Für diese tangentialen Differentialquotienten wird 
auch in dem nach Analogie von (87) gebildeten Ausdruck der 
Winkel zwischen der Richtung r und der Differentiationsrichtung 
(dort æ) ein rechter, sein Cosinus also gleich Null. 

An Stellen, wo die Flächendichtigkeit verschwindet wie eine 
positive Potenz des Abstandes o, selbst wenn der Exponent ein 
echter Bruch ist, fallen indessen die Sprünge fort. 


$ 13. Continuirlich verbreitete Ladungen auf Linien. 


Der Vollständigkeit halber wollen wir noch elektrisch geladene 
Linien betrachten, obwohl man solche in der Theorie der wirklich 
vorkommenden elektrostatischen Vertheilungen nur selten und nur als 
idealen Grenzfall zu verwenden hat. Wir werden dabei auf den 
Begriff der Liniendichtigkeit E geführt. Das Längenelement d? der 
geladenen Linie enthält das Quantum de= E.dl; auf einer end- 
lichen Strecke liegt ein endliches Quantum. Die Dimension ist 


E = (1! M} T- 


Die Einheit der Liniendichtigkeit im elektrostatischen C. G. S.-System 
trägt auf einen Centimeter eine elektrostatische Einheit ($ 2). 
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Das Potential geladener Linien ist 


E. d. 
88) 


und verhült sich im leeren Raume ebenso stetig und endlich wie 
dasjenige von Punkt-, Raum- und Flächenladungen. Suchen wir 
aber ꝙ für einen Punkt der geladenen Linie selbst, so wird für diese 
Stelle r = 0, der Integrand unendlich. Wir wollen der Einfachheit 
wegen annehmen, dals ein hinreichendes Stück der Linie zu beiden 
Seiten des gewählten Punktes als gerade Linie gelten darf. Nur 
über dieses Stück brauchen wir zu integriren. Die Abmessungen der 
Länge ! auf der Linie können wir von dem gewählten Punkte als 
Nullpunkt aus rechnen, nach der einen Seite positiv, nach der anderen 
negativ; dann ist auch die Richtung des positiven Zuwachses d! 
und die untere Grenze als negativ, die obere als positiv festgelegt. 
Der Abstand r ist seinem Betrage nach gleich }, aber er ist nach 
beiden Seiten positiv zu rechnen. Bezeichnen wir den absoluten 
Betrag mit | | so wird 


at! 


u t 
=2E = 2 E lognat J. (88a) 
0 


Dies wird wegen der Stelle ? = 0 logarithmisch unendlich. Die 
Differentialquotienten des Potentials werden bei unendlicher An- 
nüherung an die geladene Linie noch stärker unendlich. 

Da wir punktförmige Ladungen zuallererst als einfachste Vor- 
stellung betrachtet haben, kennen wir jetzt alle Möglichkeiten der 
Vertheilung. 

Bei der Discussion über das Verhalten der Potentialfunction 
und ihrer Differentialquotienten stieſsen wir auf zwei Fälle, in denen 
wir durch allgemeine Betrachtung der Integrale keinen Schluſs auf 
die Werthe ziehen konnten. Es waren dies die zweiten Differential- 
quotienten und mit ihnen das Larzaoe’'sche 4% im Inneren räum- 
licher Ladungen, und zweitens die Sprünge der ersten Differential- 
quotienten an geladenen Flächen. 

Diese Lücken sollen im Folgenden ausgefüllt werden. Wir 
werden zuerst die für die Berechnung bequemsten Umstände aus- 
wählen, deren Kenntniſs uns dann auch bei den allgemeinen Fällen 
nützlich sein wird. 
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S 14. Potential einer gleichmäfsig belegten Kreisscheibe 
in Punkten der Axe. 


Um das Potential eines geladenen ebenen Flächenstückes von 
kreisförmiger Begrenzung zu berechnen, legen wir in das Centrum 
der Kreisfläche ein ebenes Polarcoordinatensystem: Radiusvektor 9, 
Azimuth . Der Radius des Randkreises sei R. Senkrecht auf 
dieser Ebene legen wir durch das Centrum eine Axe, auf der die 
Abmessungen x nach der einen Seite positiv, nach der anderen 
negativ gerechnet werden. Wir suchen das Potential der Scheiben- 
ladung hier nur für Punkte, welche auf dieser x-Axe liegen. Der 
Abstand eines solchen Punktes von einem der Flächenelemente der 
Kreisscheibe ist bestimmt durch den absoluten Betrag 


DC ee? 
während das Flächenelement durch 
de = d- ad 


gegeben ist. Die Flächendichtigkeit e, welche im Allgemeinen als 
Function von o und beschrieben werden könnte, nehmen wir als 


constant an. Dann ist 
2a R 
~of ao fede, 
r 
0 0 


eds 
„ 


Zur Ausführung des inneren Integrales ist es bequemer, r anstatt o 
als Variabele einzuführen. Da x bei der Integration ein fester 
Parameter ist, so liefert die Differentiation des Ausdrucks r 


ọdọ ege 
(zé r 
Der unteren Grenze o = 0 entspricht =:, was den absoluten 
Betrag der -Abmessung bedeuten soll. Der oberen Grenze o = R 


entspricht das ebenfalls absolute r=yz? + Die Integration 
über den Winkel liefert den Factor 2%. Es wird also 


„ F 


Der Verlauf zu beiden Seiten der Scheibe ist ein symmetrischer. 
An der Platte selbst ist p stetig und endlich und hat dort den 
maximalen Werth 2x eR. 


dr = 
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Bilden wir nun von vg den Differentialquotienten nach der 
Coordinate x, so finden wir: 


KE 3 n 

SE Arr ja ) 
Der algebraische Zähler x hat auf beiden Seiten der Scheibe ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, während die absoluten Wurzeln im Nenner 


beiderseits positiv sind. Auf der Seite der positiven x ist daher 
* 


ESCH 1, auf der Seite der negativen x aber =-— 1. Dies 
7 


g? 
gilt bis dicht heran an die geladene Fläche, also bis zum Ver- 


e nähert 


V +R 
sich bei diesem Grenzübergange dem Werthe 5 verschwindet also 


mit x. Deshalb sind nach vorstehender Gleichung die Werthe von 
97 


schwinden des Abstandes x. Der erste Summand 


CR dicht an der Fläche auf der positiven Seite 
de 
| 6 * E 2 2 55 


auf der negativen Seite 


(5290722 


x ech 


Dieser Differentialquotient erleidet beim Durchgang durch die ge- 
ladene Fläche einen Sprung, dessen Grölse wir finden in der 


Differenz 5 
3 
| sl 0x E ine. 
Es ist bemerkenswerth, dafs die Gröfse des Sprunges nur von 


der Flächendichtigkeit e abhängt, nicht aber von dem Radius der 
Scheibe. 


$ 15. Potential einer gleichmäfsig belegten Kugelfläche. 


Die constante Flächendichtigkeit sei e, der Radius der Kugel- 
fläche sei R. Wir legen ein räumliches Polarcoordinatensystem in 
den Mittelpunkt der Kugel. Die Polaraxe gehe von dort aus nach 
dem Punkte hin, in welchem wir das Potential bestimmen wollen; 
dessen Abstand vom Kugelcentrum sei p. Für Punkte im inneren 
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Kugelraum ist p < R, für äufsere Punkte ist p R. Den variabelen 
Polwinkel nennen wir , den variabelen Längenwinkel o, Das Ober- 
flächenelement der Kugel ist dann: 


ds sin . dé, d. 39) 


Der Abstand r desselben von dem ausgewählten Punkt wird be- 
stimmt durch die bekannte trigonometrische Formel 


r? = R? +p?— 2 RN cos &. (89a) 


Das Potential y = f = wird also nun 


„5 (89b) 
0 


d 
0 


Die erste Integration nach dem Längenwinkel läfst sich ohne weiteres 
ausführen und liefert den Factor 2#. Für die zweite Integration 
ist es bequemer, die Formel (39a) nicht zur Einführung der Pol- 
distanz d an Stelle der Variabelen r zu benützen, sondern um- 
gekehrt mit ihrer Hülfe die in Ý ausgedrückten Gröfsen durch 
solche in r zu ersetzen. Dies erreicht man leicht, indem man die 
Gleichung (89a) bei constant gehaltenem R und p differenzirt: 


rdr = Rpsin d . 


Hieraus läfst sich der Zähler unter dem Integral (39b) folgender- 
maalsen in r angeben: 


rdr 


sin dd d = Se 


Es hebt sich dann noch r in Zähler und Nenner. Der unteren 
Grenze # = 0 entspreche r, d. i. der Abstand unseres Punktes von 
dem ihm zugekehrten Pol der Kugel, der oberen Grenze d = r ent- 
spreche „, (abgewendeter Pol der Kugel). Es ist hiernach 


Ki 


ege Bloe Ein, ai (890) 


P 


Die Grenzen r, und v, sind die absoluten Beträge der Ab- 
stände des Punktes von den beiden Kugelpolen, man mufs daher 
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zwischen äulseren und inneren Punkten untrscheiden. Für äulsere 
Punkte ist 


EZE n=p—R, r. — 0 HR 


also 
Ce 4 Re (40a) 
p 
Für innere Punkte ist 
ra = RT „= R- p, „ — 7 = 25 (40i) 
also 
pı = AA Re. 


In diesen beiden Formeln liest man folgende Regeln: Der Zähler 
von Pa enthält die gesammte Ladung der Kugeloberflüche 


e = AN Re, 
mithin ist p, = = also ebenso grols, als wenn statt der Kugelbelegung 


die gesammte Ladung in deren Mittelpunkt concentrirt vorhanden 
wäre. Defshalb ist auch das Feld, welches die gleichmälsig be- 
ladene Kugel im äufseren Raume erzeugt, Richtung und Intensität 
der elektrostatischen Kraft gleich den entsprechenden Werthen der 
gedachten Punktladung im Centrum, 

Dieser uns bereits genau bekannte stetige Verlauf der Function 
reicht bis an die Kugel heran. An ihrer Oberfläche ist p = R und 


delshalb 
% = AA e, fürp=R. 


Ebenso grofs ist aber das dort angrenzende , wie man aus 
Gleichung (40i) sieht. Der Werth des Potentials verläuft also beim 
Durchgang durch die geladene Kugelfläche stetig. Während es aber 
aulsen reciprok dem Centralabstand p sich abflacht, hat es im Inneren 
der Kugel überall denselben constanten Werth 4 Re. 

Betrachten wir nun die ersten Differentialquotienten. Im äufseren 
Raume giebt 

Ô Pa 1 N 

òp D 
das steilste Gefälle in radialer Richtung an, und damit zugleich die 
Intensität der resultirenden elektrischen Kraft. Senkrecht dazu, also 
in jeder zu den concentrischen Kugelflächen tangentialen Richtung 
ist das Gefälle gleich Null. Im inneren Kugelraume ist 


(41a) 


Op; k ; 
5% 0 (41i) 


S 16 CONCENTRISCHE KUGELSCHICHT. 49 


überhaupt ist dort der Differentialquotient in jeder beliebigen Rich- 
tung gleich Null, es herrschen keine elektrischen Kräfte im Hohl- 
raum der Kugelfläche. Beide Formeln (41a und i) gelten für Punkte 
in der geladenen Kugelfläche selbst. Während aber für die Innen- 
seite dort noch ó %% = 0 gilt, nähert sich für p = R der Aus- 
druck für die Aufsenseite dem Werth öp,/öp=-—4ne. Der 
Differentialquotient des Potentials in radialer Richtung ist also an 
der geladenen Fläche unstetig. Geht man von innen nach aulsen, 
so springt er von 0 auf — Aue; es ist 


na m 


Die Sprunggröſse — 4 ze wird allein bestimmt durch die Flächen- 
dichtigkeit, ist aber in diesem Beispiele unabhängig vom Kugelradius, 

Das aus den zweiten Differentialquotienten gebildete 4% ist 
sowohl im inneren wie im äufseren Raume gleich Null, innen, weil 
g; constant ist, aulsen, weil % aussieht, wie das Potential einer 
Punktladung. In der Fläche selbst aber verliert 4% seinen Sinn, 
denn wo bereits die ersten Differentialquotienten unstetig sind, kann 
man die zweiten nicht bilden. 


$ 16. Gleichmäfsig vertheilte Ladung im Raume zwischen 
zwei concentrischen Kugelflächen und in einer Vollkugel. 


Die constante räumliche Dichtigkeit der Elektricitüt in der 
Kugelschicht sei e, Der Radius der inneren Begrenzungsfläche sei 
R,, der der äufseren R,. Wir legen in das gemeinsame Centrum 
wieder ein Polarcoordinatensystem, dessen Polaraxe durch den Punkt 
geht, in welchem wir das Potential bestimmen wollen. Dieser liege 
im Abstand p. Der variabele Radiusvector ist o, der Polwinkel 
d, der Längenwinkel 7. Das Volumelement in diesem Coordinaten- 
system ist 

dr = o?sin d, do · dẽ · dy, (43) 


dessen Abstand r von dem ausgewählten Punkt ist gegeben durch 
72 02 ＋ — 2ppcose. (43a) 
Das Potential der betrachteten Vertheilung ist 


2x BR * 
e 
p= |f fE =: fan fie fa er. (43b) 
9 Rı 0 


H. v. HeLmitorrz, Theoret. Physik. Bd. IV. H 
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Die Integration nach dem Längenwinkel liefert nur den Factor 2 m. 
Im innersten Integral führen wir r statt } als Variabele ein. Dabei 
ist zu beachten, dals o im innersten Integral fester Parameter ist. 
Es wird dort nur über eine unendlich dünne Lage in der Schicht 
integrir. Defshalb liefert die Differentiation von (43a), wie im 
vorigen Paragraphen, 

rdr = DP: sin d. 
Der Integrand ist 

„ BE 

r p 
Den Grenzen 0 und æ des Polwinkels entsprechen die absoluten 
Werthe r, und rą der Abstände unseres Punktes von dem ihm 
nächsten und fernsten Pol der Kugelflüche vom Radius o. 
Nunmehr ist: 


R ra Ki 
2 
a. ſueſar — Zë feet, ai. mé 


R 70 R, 


Die Differenz der absoluten Strecken (r„ — r,) nimmt ganz wie 
im vorigen Paragraphen verschiedene Formen an, je nachdem p 
gröfser oder kleiner als o ist. Es ist 
r = 20 für yo, 
„ — % 2p fürp<o. 
Danach ist auch das Resultat der letzten Integration je nach der 
Länge p ein verschiedenes. 
Liegt unser Punkt aufserhalb der ganzen Kugelschicht, so ist 
p > R, also auch gröfser als sümmtliche o, über welche von R, bis 
R, integrirt werden soll. Man hat dann , — 7 = 20 zu setzen 
und findet für den äufseren Raum 


R 


* dee % (R? RT (44a) 


D 
Das Volumen der geladenen Schicht ist als Differenz der beiden 
Kugelvolumina gleich T CA = R,’ und kommt in e. als Factor 


vor, welches zusammen mit dem anderen Factor e die Gesammt- 
ladung der Schicht 
42 K 


e 
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ergiebt. Es ist demnach 
e 


Lafe EI 


Das Potential im äufseren Raume — und damit auch das 
elektrische Feld daselbst — ist so gestaltet, als wäre die gesammte 
Ladung im Centrum zu einer endlichen Punktladung vereinigt. Dies 
gilt bis an die Kugelfläche I, 

Liegt unser Punkt in der leeren Höhlung, so ist p < R,, also 
auch kleiner als sümmtliche im Integral vorkommenden o. Man 
hat dann r„— r, = 2 zu setzen und findet für den inneren Hohl- 
raum, nachdem man p in Zähler und Nenner gehoben hat: 


S 
os Anel dn. o = 278(R? — R’). (44i) 
R, 


Dieser Ausdruck ist in der ganzen Höhlung constant, das Potential 
hat dort kein Gefälle, es existirt dort keine elektrische Feldinten- 
sität. Dies gilt bis an die Kugelfläche Æ. 

Drittens kann unser Punkt auch in der geladenen Schicht selbst 
liegen. Dafs ꝙ dort noch endlich bleibt, haben wir schon in § 11 
hinter Gleichung (28 b) festgestellt. Es werden dann aber in unserem 
Integral (43c) sowohl ọ < wie auch ọ >p vorkommen, so dafs 
wir für (r„—r,) nicht überall denselben Ausdruck setzen dürfen. 
Wir spalten defshalb das Integral in einen Theil von R, bis p und 
einen von p bis A,. Im ersten ist für die Abstandsdifferenz 2p, 
im zweiten 20 zu setzen. Wir haben dadurch unsere Schicht in 
zwei Schichten zerschnitten, für deren erstere unser Punkt an der 
Grenze des Aufsenraumes, für deren zweite er an der Grenze der 
Höhlung lieg. Das Potential in diesem mittleren Raumgebiet 
nennen wir % und finden: 

e D A D 
* 21 0 
Leg: [ae 6 20 7 S Je 6 2 


B, 


oder beide Theile nach dem Muster von p, und p, ausgeführt: 


3% U 2 0 2H 20. 


J = 


Dies kann man noch durch eine leichte Umformung in die Form 
bringen: 


D 3 
Pa = 278R’ — 8 * ed (44m) 
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Das Potential ist also in diesem mittleren Gebiet eine stetige 
algebraische Function des Centralabstandes p von eigenthümlicher 
Form: Es besteht aus einer dem Quadrat des äufseren Grenzradius 
proportionalen Constante, von welcher erstens ein in p quadratisches 
Glied, zweitens ein zu p reciprokes Glied abgezogen wird. Das 
letztere, proportional dem Cubus des inneren Grenzradius, strebt 
beim Schwinden der Höhlung, d. h. beim Uebergang zur Vollkugel, 
gegen Null, und ist nichts anderes als das Potential der Füllung 
des Hohlraumes, welches abgezogen werden muls, weil wir den Hohl- 
raum als leer von Ladung angenommen haben. Der Ausdruck oe. 
gilt bis an beide Grenzen R, und R, 

Zunächst sieht man leicht, daß ꝙ an beiden Grenzflächen stetige 
Uebergänge zeigt. An der äufseren Grenzfläche hat man in p, 
und P, einzusetzen p = . Das giebt: 


e- 


also identische Werthe. 
An der inneren Grenzflüche hat man in ꝙ und p, einzusetzen 
p= R. Das giebt: 


pı = rei) 


Zar 416 


Pa = 2 UN — 3 R?’— 5 IO 


also gleichfalls identische Werthe. 

Von den ersten Differentialquotienten sind die tangential zu 
den concentrischen Kugeln genommenen im ganzen Raume gleich 
Null. Das Hauptgefälle, also die resultirende Kraft, hat überall 
radiale Richtung, Man findet dafür in den drei Raumgebieten 
folgende Ausdrücke: 


0 Pa Arne MEA e 


Ô Pa 42 4ne R? 
Fr dee nm) 
0. (45i) 
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Auch diese bleiben an den Grenzen des geladenen Raumes 
stetig; setzt man nämlich im ersten und zweiten Ausdruck p = R,, 


41 R’—R’ 


so erhält man beide Male den Werth — 2_, und 


3 A 

2 
setzt man im zweiten Ausdruck p = R, so erhält man Null, wie 
im dritten Ausdruck. 


Die zweiten Differentialquotienten nach p sind 


Oe Base R= R? A 
33 (403) 
92 dne Har R?’ x 
3 der) 
0? p; : 
0. 46 
Op* N 


Sie verlaufen beim Durchgang durch beide Grenzflächen unstetig. 
Um die Werthe von 4% in den drei Abtheilungen des Raumes 
zu finden, muls man zunächst den Ausdruck aufsuchen, den die 
Operation 4% für eine reine Function des Abstandes p von einem 
festen Centrum annimmt. Liegt dieses an der Stelle 2, %, Zos 
während g, y, x den Ort des betrachteten Punktes angibt, so ist: 


ni = (æ — gel F (y ep Y)? RS (x E 200 


On Ss * — To dn ir — 0 0 5 8 * — Zo 
EE EI N dr p 
602 1 ( =) ef RA e 1 2 Ju — WI (47) 
S t p 7 97% p (AM, 
Op LS 
dei 2 D p? 


Anderseits ist: 


ëm _ dp Op 
z dp Öx 
Go de öp 3 do 62 
z? dpi d dp d 


nebst analogen Ausdrücken für die y- und die x-Coordinate. Setzt 
man in diesen Gleichungen die Ausdrücke aus den Gleichungen (47) 
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ein und bildet die Summe des zweiten Differentialquotienten, so 
kommt heraus 


_ do ( — T)? + y — Y)? + (E — 00 
R ) 
: 
dp \p ni 
oder P Sr 
Dä wv, RL a 
el dek AE Ze? (48) 


Unter Benutzung der Gleichungen (46) und (45) erhält man also: 


8neR’—R’ 2 4228 — 
4. = E er KZ (48a) 
Ans 8neh’ 2 4. 2 4% 
4 = 0. (48i) 


Also in den von Ladung freien Theilen des Raumes, sowohl im 
äufseren wie in der Höhlung, ist 4% = 0; das Potential folgt dort 
überall der LarLAchschen Differentialgleichung. Das wulsten wir 
schon. Aber in der gleichförmig mit räumlicher Ladung erfüllten 
Schicht ist 4% = —4ns. Dies ist ein neues wichtiges Resultat, 
aus welchem hervorgeht, dafs der Werth des 4% allein durch die 
räumliche Dichtigkeit bestimmt wird, aber unabhängig von der Lage 
des ausgewählten Punktes und von den Radien der begrenzenden 
Kugelflächen ist. Beim Uebergang aus leerem in geladenes Gebiet 
und umgekehrt verläuft also 4% unstetig. 

Die Betrachtungen über die Kugelschicht gelten unverändert 
auch für eine Vollkugel, welche gleichförmig mit räumlicher Ladung 
erfüllt ist. Man braucht nur den Radius der inneren Höhlung R, = 0 
zu setzen, was nirgends zu mathematischen Unzuträglichkeiten 
führt, die vorstehenden Formeln aber vereinfacht. Das Gebiet, in 
welchem ꝙ gilt, verschwindet dann, man hat nur 9, im äufseren 
Raume und Pm im Inneren der Kugel, deren Radius wir nun R, = R 
nennen können, Aus (44a und m) folgt: 


R (49 a) 


p (49m) 


817 POISSON'SCHE GLEICHUNG. 55 


Aus (45a und m) folgt: 


ð 4 R? e 
e (50a) 
32 _ in (50m) 


Or = = 
Aus (48a und m) endlich folgt: 
4y,=0 (Bla) 
4% = -Ane. (51m) 


§ 17. 4% bei beliebiger Vertheilung der räumlichen Dichtig- 
keit der Elektricität. Differentialgleichung von Poisson. 


Wir denken uns jetzt eine beliebig vorgeschriebene räumliche 
Vertheilung der Elektricität, so dals e als bekannte Function der 
Raumcoordinaten auftritt. Diese Function kann an gewissen Grenz- 
flächen Unstetigkeiten aufweisen, soll aber sonst einen stetigen und 
endlichen Verlauf haben. Wir stellen die Aufgabe, den Werth von 
4% zu bestimmen in einem Punkte, in welchem die elektrische 
Dichtigkeit den von Null verschiedenen Werth e besitzt. Wir legen 
eine Kugel um diesen Punkt als Centrum. Dadurch zerschneiden 
wir die Ladungen in zwei Gebiete, eines aufserhalb dieser Kugel- 
fläche, ein zweites innerhalb, Die Ladung dieses zweiten Gebietes 
theilen wir abermals in zwei Theile; diesmal nicht durch eine räum- 
liche Grenzfläche, sondern dadurch, dafs wir s als Superposition von 
zwei Vertheilungen in den Kugelraum ansehen, deren erste überall 
den festen Werth s zeigt, welcher im Kugelcentrum herrscht, während 
der zweite von der Form (s - ) im Centrum gleich Null ist, und 
in den excentrischen Gegenden des Kugelraumes den Veränderungen 
der Variabelen e Rechnung trägt. 

Entsprechend dieser Dreitheilung des Ladungsvorrathes spaltet 


sich dann auch das Raumintegral f de 7 , E cin 


im Mittelpunkt der Kugel darstellt, wenn r den Abstand von dort 
bezeichnet, während dr das Volumelement des geladenen Raumes ist. 
Die entstehenden drei Theile des Gesammtpotentials ꝙ wollen wir 
folgendermaalsen bezeichnen. Das Potential der aulserhalb der 
Kugelfläche befindlichen Massen, in welchen also der Kugelraum als 
leer gilt, nennen wir hier %. Es ist dann im Inneren der Kugel 
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sicherlich schon nach Gleichung (27a) 4% = 0. Den zweiten Theil, 
welcher von der gleichförmig mit der Dichtigkeit e erfüllten Kugel 
herrührt, nennen wir pọ, Für dieses gilt nach dem vorigen Para- 
graphen: 4% = — dt Der Rest o, welcher der Vertheilung 
(e — e) entspringt, befriedigt im Kugelcentrum ebenfalls die Bedingung 
4% = 0, denn &— e verschwindet bei stetigem Verlauf von e in 
der Mitte der Kugel. Wir konnten sogar gegen Ende des $ 11 nach- 
weisen, dals 4% = 0 noch gilt, wenn der Anstieg der Dichtigkeit in 
der Umgebung einer Nullstelle ein recht steiler ist, das heilst hier, 
wenn die Dichtigkeit e einem unstetigen Verlauf beliebig nahe 
kommt, 
Nun folgt direct aus 


P = Pa dé Po tP 
4% 4. + 4% + Ap 
und 
4%. 0, 4. — 4% Ap 0 

das Resultat: 

47 - Ans. (52) 
Der Werth von 4% ist an jeder Stelle des Raumes gleich der, mit 
— 4r multiplieirten, räumlichen Dichtigkeit der Elektricität, welche 
daselbst herrscht, dagegen unabhängig von den an anderen Stellen 
liegenden Ladungen. Da nun für jeden Punkt im Raume das 
Gleiche gilt, so können wir jetzt den Index 0 weglassen, und 


schreiben: 
47 - 44 (52 a) 


Dies ist die von Poısson aufgestellte Differentialgleichung für das 
Potential in geladenen Räumen. Die im leeren Raume gültige 
Larrvaor'sche Differentialgleichung 4% = 0 erscheint als einfachster 
Sonderfall von dieser. Differentialgleichungen von diesem Typus, 
die also aussagen, dafs eine im Raume definirte Function gleich 
dem 4 einer anderen Function sein soll, kommen auch in anderen 
'Theilen der Physik vor, in denen die Gröfse s nicht eigentlich die 
Dichtigkeit einer Substanz bedeutet, mitunter sogar eine gerichtete 
Grölse vorstellt, was sich dann auf die zugehörige Function o 


überträgt, 
§ 17a. Der Sprung der ersten Differentialquotienten von p 
an einer beliebigen elektrisch beladenen Fläche. 


Wir denken uns jetzt eine beliebig gestaltete Fläche im Raume 
in beliebiger Weise mit Elektricität belegt. Die Fläche kann stellen- 
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weise scharfe Kanten und Ecken besitzen, soll aber sonst höchstens 
endliche Krümmung besitzen; auch die Flächendichtigkeit e kann 
an einzelnen Grenzlinien unstetig wechseln, soll aber sonst einen 
stetigen Verlauf auf der Fläche haben. 

In irgend einem Punkte der Fläche, wo die elektrische Dichtig- 
keit den Werth e, habe, errichten wir nach beiden Seiten die Normale, 
und lassen einen Beobachtungspunkt auf dieser durch die Fläche 
hindurchgehen. Die Abmessungen auf dieser Geraden nennen wir n, 
sie sind auf der einen Seite negativ, auf der anderen positiv. Den 
Differentialquotienten von g nach der Richtung der wachsenden n 
bezeichnen wir mit 6% In; er ist also an der negativen Seite in 
der Richtung nach der Fläche hin, auf der positiven Seite in der 
Richtung von der Fläche weg zu bilden. Um die Unstetigkeit und 
die Sprunggröfse dieses Differentialquotienten beim Durchgang durch 
die Fläche zu finden, machen wir uns folgende Vorstellung: Wir 
legen in den Fulspunkt der Normale die Tangentialebene an die 
Fläche, schlagen in ihr um den Fufspunkt einen Kreis mit dem hin- 
reichend kleinen Radius ọ, und schneiden mittelst eines durch diesen 
hindurchgelegten geraden Cylindermantels aus der geladenen Fläche 
ein rundes Stück heraus, welches den Fufspunkt der Normale ent- 
hält. Es ist das dieselbe Construction, welche in Figur 2 (S. 40) 
veranschaulicht ist, wenn man dort den Punkt P nach N verlegt 
denkt. Die in der Tangentialebene gelegene Kreisfläche ist ohne 
Ladung, wir können uns aber statt dessen auch vorstellen, dafs sie 
mit zwei entgegengesetzt gleichen Flächendichtigkeiten belegt ist, 
welche sich vollkommen neutralisiren. Diese beiden Belegungen 
sollen auf der ganzen Kreisfliche die constanten Dichtigkeiten + ©, 
und — e haben. Wir haben es also jetzt mit folgenden Belegungen 
zu thun. 

1. Die Belegung e der gegebenen Fläche, soweit sie aufserhalb 
des erzeugten runden Ausschnitts liegt. 

2, Die Belegung e der gegebenen Fläche auf dem runden Aus- 
schnitt, welche bei stetigem Verlauf im Fufspunkt der Normale den 
Werth e, erreicht. 

3. Die Belegung — e, der tangentialen Kreisfläche. 

4. Die Belegung + e, der tangentialen Kreisfläche, 

Entsprechend dieser Viertheilung der elektrischen Ladungen zer- 
füllt auch deren Potential nebst Differentialquotienten in vier 
Summanden, die wir durch dieselben Nummern im Index mit o, Py 
Ya p, bezeichnen wollen. Ursprünglich gehören p, und p, zusammen; 
denn g} + Pa bildet das Potential der ganzen vorgelegten Elek- 


58 ERSTER THEIL. § 17a 


trieitätsvertheilung, und auch p, und p, gehören ursprünglich zu- 
sammen, denn p} + p, = 0 ist der thatsächlich nicht existirende 
Beitrag, den die ungeladene Tangentialebene zum Gesammtpotential 
liefert. Die Spaltung des Potentials p in die Summanden p, und 
o, nützte uns bereits in § 12 zum Beweise, dafs das Potential selbst 
an der geladenen Fläche stetig bleibt, während dessen erste Differen- 
tialquotienten dort im allgemeinen unstetig sind. 

Die Hinzufügung der beiden sich gegenseitig zerstörenden Glieder 
ga und q, geschieht hier, weil wir p, und p, mit Nutzen zusammen- 
fassen können: 

P = Pı + (Pa + Po) + Ps 
D p 


Der erste Summand Sa erfährt keinen Sprung beim Durch- 
n 


gang durch die Fläche, denn für ihn ist sowohl der Aus- 
schnitt der Fläche, wie auch die Kreisscheibe leer, es ist dort ein 
Loch geschaffen worden. Auch der zweite Summand Zi + Pa) * Fa) 
erleidet keinen Sprung. Dies kann man vollständig einsehen mit 
den in § 12 gegebenen Mitteln. p, ist das Potential einer that- 
sächlich über ein Stück der krummen Fläche verbreiteten Ladung, 
dieses wurde aber bereits dort in Gleichung (85) als Flächenintegral 
über die zugehörige Kreisscheibe dargestellt. Der dort mit p, be- 
zeichnete Ausdruck ist unser jetziges p, Man braucht nur noch 
eine geringe Umformung mit jener Gleichung (35) vorzunehmen. Es 
bezeichnete r den Abstand des einzelnen Flächenelementes ds von 
dem auf der x-Axe gelegenen Punkt, in welchem o gesucht wird. 
Nennen wir nun - den Abstand des entsprechenden in der Tangen- 
tialebene gelegenen Flächenelementes ds’ von demselben Punkt, so 


können wir im Integranden 5 zusetzen und folgendermaalsen zu- 


2a ER 
e Bier, 
Pa Jace? E a (54) 
0 


In dieser Form deckt sich der Ausdruck mit dem Potential 
einer Belegung der tangentialen Kreisfläche; die Flächendichtigkeit 
auf ihr wäre 


sammenfassen: 


Es Dh 
7 (54a) 
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Je näher ein Flächenelement am Mittelpunkt der Kreisfläche liegt, 


DH 


um so mehr nähern sich = und cos c dem Werthe 1, also e dem- 
jenigen Werthe, welchen e im Mittelpunkt besitzt; diesen hatten wir 
e, genannt. 

Das Potential p, können wir sofort angeben: 


2x EN 
p= [ao ée EG. 
0 0 


Beide lassen sich nun direct zusammenfassen, da sie über dieselbe 
Kreisfläche summirt sind: 


D 
EE 
ptp= faofao & (c c . (55) 


Dies ist das Potential einer Belegung der Kreisfläche mit folgender 
Dichtigkeitsvertheilung: 


a Je 8 
6 = — 
r cosg 


mb H (55a) 


Diese wird in der Mitte der Fläche absolut gleich Null und steigt 
bei stetigem e und endlicher Krümmung der Fläche ringsum ganz 
allmählich an wie eine Gröfse, die proportional o ist. Für solche 
Vertheilungen wurde nun am Schlusse von $ 12 nachgewiesen, dafs 
der Sprung der ersten Differentialquotienten ausbleibt, wenn man 
an einer Stelle hindurchgeht, wo die Dichtigkeit gleich Null ist. 
Ja es liefs sich zeigen, dals zum Wegfall der Sprünge nicht einmal 
nöthig ist, dafs die Dichtigkeit wie o auf Null herabgeht, sondern 
dafs ein Verschwinden proportional einer kleineren, echt gebrochenen 
Potenz es ) dafür genügt. Das würde in unserem Falle be- 
deuten, dafs die vorgeschriebene Vertheilung e einer Unstetigkeit 
oder dals die Flächenkrümmung einer scharfen Kante oder Ecke 
nahe kommen darf, und dals trotzdem noch gilt: 
+ 
ô 2 +9) _ 0. 
n 


— 


Die vierte Summand in (58) endlich erfährt einen Sprung, dessen 
Werth wir in § 14 bereits ausgerechnet haben, denn es handelt 
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sich hier nur noch um die gleichförmige positive Belegung + e, der 
ebenen Kreisfläche. Es ist also: 


und mithin gilt für das Gesammtpotential ꝙ der beliebigen Flächen- 
beladung der Satz 


Dabei war e, der Werth an dem Punkte, in welchem wir die Fläche 
durchquert haben. Da dies nun ein jeder Punkt sein kann, so hat 
der Index 0 jetzt keine Bedeutung mehr. Es ist überall an der 
geladenen Fläche (in ausführlicher Schreibart) 


92 Sea ine. (56) 


Bei vielen Autoren findet man die Normalenrichtung auf beiden 
Seiten von der Fläche weg gekehrt. Das stimmt mit der Richtung 
unseres wachsenden n nur auf der positiven Seite, auf der negativen 
Seite ist sie umgekehrt. Dadurch dreht sich auch das Vorzeichen 
um, und die Formel wird: 


825 + SE Ae. (56a) 
Der Sinn beider Schreibweisen ist der gleiche. 

Man kann sich den Verlauf des Potentials beim Durchgang 
durch eine geladene Fläche mittels eines Diagramms recht anschau- 
lich machen, indem man den auf der Normalen zur Fläche ver- 
laufenden Weg des Beobachtungspunktes als Abscisse (n positiv 
nach rechts) und die an den Orten geltenden Werthe des Potentials 
als Ordinaten (/ positiv nach oben) aufträgt. Die so entstehende 
Curve wird im Allgemeinen einen stetig gekrümmten Verlauf zeigen, 
dessen Gestalt von der Vertheilung aller vorhandenen Ladungen im 
ganzen Raume abhängt und über die sich nichts Generelles aus- 
sagen läfst. Bei der Abscisse n = 0 aber, wo die Normale die ge- 
ladene Fläche durchsticht, besitzt die graphische Potentialcurve 
einen ganz charakteristischen Knick, der von nichts anderem ab- 
hängt, als vom Werthe der Flächendichtigkeit e in dem durchstochenen 
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Punkte der Fläche. Nehmen wir nämlich der Kürze wegen an, 
der Ordinatenmaalsstab des Diagramms betrage 1 cm für eine elektro- 
statische (C. G. S.)-Einheit des Potentials, so wird die trigonometrische 
Tangente des Neigungswinkels der Curve direct durch den Differential- 
quotient 42 angegeben, und daſs der Sprung dieses Werthes gleich 
— Ane sein muls, das bestimmt den Knick. Bei einer positiven 
Belegung kann das Diagramm beispielsweise die Formen, Figur 3, 


KF 


Fig. 8. 
annehmen, bei denen der Knick immer convex nach oben ist. Bei 


negativen Belegungen dagegen ist der Knick stets concav nach oben, 
wie die Formen in Figur 4 zeigen. 


PR 


Fig. 4. 


Nicht nur die in Richtung der Normale genommenen Differential- 
quotienten springen an geladenen Flächen, sondern auch die nach 
beliebiger anderer Richtung. Stetig bleiben, wie schon in § 12 
erklärt, nur die in tangentialen Richtungen genommenen. Gehen 
wir in einer beliebigen Richtung œ durch eine geladene Fläche, so 


ist es sehr leicht einzusehen, dafs er dabei den Sprung: 
ð ð 
SÉI - 52) - Aae · cos(na) 57 


erleidet. 


S 18. Gleichförmige Doppelschichten auf Kugelflächen 
und Kreisscheiben. 


Wir denken uns jetzt zunächst zwei concentrische Kugelflächen. 
Die innere vom Radius R, sei mit einer negativen Elektricitäts- 
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menge — e gleichmälsig belegt, so dafs die Flächendichtigkeit o, auf 
ihr gegeben ist durch 


61 Ar- (58,) 


Die äufsere Kugelflüche vom Radius R, enthalte ein gleichgrofses 
positives Quantum -+ e ebenfalls in gleichmälsig vertheilter Flächen- 
dichtigkeit e. Dann ist 


e = ＋ 1 Kr . (58,) 


Die Potentiale o, und p, beider einzelnen Belegungen super- 
poniren sich an jeder Stelle des Raumes; sie sind nur abhängig 
von dem Abstand p des betrachteten Punktes vom Centrum der 
beiden Kugelflächen, und können aus den Formeln des $ 15 ent- 
nommen werden. 

Für p > R, liegt der Punkt aufserhalb beider geladenen Flächen; 


dort ist 7 5 p=- 5 mithin 
e e 

„ 59 

gem (59a) 


Das Gesammtpotential ist im ganzen äulseren Raume gleich Null, 
die beiden elektrischen Felder der beiden Belegungen heben sich 
dort auf, es besteht keinerlei Wirkung. 

Für p < R, liegt der Punkt innerhalb beider Kugelflächen; dort 


ist n=- und 1 mithin 


e e R — ; 

=- th eee $ 59i 

Pi R, * R, R, R, ( ) 

Im Hohlraum der inneren Kugelfläche herrscht also ein constantes 
negatives Potential, ein elektrisches Feld besteht auch dort nicht. 
Für R, < p < R, liegt der Punkt zwischen der inneren, negativ 
geladenen, und der äufseren, positiv geladenen Kugelfläche. Dort 


ist 1 5i p= + . also das Gesammtpotential: 


2 - 
GERECHT (59m) 
In diesem mittleren Raumgebiet steigt also das Potential e. 
stetig von dem negativen Grenzwerth oe, für p = R, an bis zu dem 
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Grenzwerth 0, welcher für p = R, gilt. Hier herrscht auch ein 
elektrisches Feld, welches ebenso stark ist, als wenn nur die negative 
Belegung der inneren Kugelfläche allein vorhanden wäre. Wenn 
wir die im vorigen Paragraphen empfohlene graphische Darstellung 
auf diesen Fall anwenden, und e 

als Abscisse des Diagramms den 
Radiusvector p verwenden, welcher 
ja beide geladenen Flächen senk- 
recht durchsetzt, so erhalten wir 
für den Verlauf der Curve ø p 
folgendes Bild (Figur 5) Das 

Stück, gehört einer gleichseitigen 

Hyperbel an, deren Asymptoten 

den Diagrammaxen parallel laufen. Fig. 5. 

Wir wollen nun die beiden Kugelflächen bis auf einen ver- 
schwindenden Abstand R, — R, = R einander nähern. Die beiden 
Radien R, und R, streben dann gegen eine gemeinsame Grenze, die 
wir mit R bezeichnen; sie ist der Radius der kugelförmigen Doppel- 
schicht. Die beiden Flächendichtigkeiten (58,) und (58,) streben den 


entgegengesetzt gleichen Werthen F E zu. Nennen wir: 


e 
Fam 600 
so wird im Grenzfall 


ei -— e und , e. 
Der Potentialwerth im inneren Hohlraum wird dann nach (59i) 


p=- eF dn . . Ae %, 


während im äulseren Raume bleibt: 
Pa =0. 


Der Sprung, den das Potential selbst beim Durchgang durch 
die Doppelschicht erfährt, wird also 


Pa— , = Ae · O N. (60 a) 


Läfst man bei diesem Grenzübergang die Ladungen unverändert, so 
muls die Sprunggröſse wegen des Factors òR verschwinden, denkt 
man aber die Ladungen in demselben Maalse verstärkt, wie der 
Abstand der Flächen vermindert wird, so kann das Product e: ôR 
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beim Grenzübergang einen festen endlichen Werth behalten, der 
dann unabhängig davon ist, wie weit man die Verkleinerung des öR 
in der Vorstellung treibt. Dies wollen wir jetzt als erfüllt ansehen. 
Das feste Product 

eÖöR=-M (60b) 


nennt man das Moment der Doppelschicht. 

Die Bezeichnung Moment ist hergenommen von der Analogie 
mit dem Drehungsmoment eines Kräftepaares an einem Hebelarm. 
Dieses ist gleich Kraft mal Hebelarm und behält ebenfalls einen 
festen Grenzwerth, wenn bei verschwindendem Hebelarm die Intensität 
der Kräfte entsprechend gesteigert wird. 


Die Sprunggröfse des Potentials wird nun 
% - Mn = 4A M, (60) 


behält also bei verschwindender Dicke der Doppelschicht einen festen 
endlichen Werth, der nur von dem Moment M abhängt. Die Krümmung 
der Kugelfläche, also deren Radius, hat keinen Einfluſs auf den 
Werth des Sprunges. 

Als ein zweites Beispiel wollen wir eine Doppelschicht zu- 
sammensetzen aus zwei coaxialen ebenen Kreisscheiben vom Radius R, 
welche mit entgegengesetzt gleichen Elektricitätsmengen gleichmälsig 
belegt sind. 

Die gemeinsame Axe sei die à-Axe. In der Ebene x = 0 liege 
die mit der Dichtigkeit — e belegte Scheibe, in der Ebene «= h 
(> 0) liege die mit + e belegte, 

Das Potential für Punkte auf der à-Axe können wir nach den 
in § 14 entwickelten Formeln zusammensetzen. Von der negativen 
Scheibe rührt her: 


o _=— 2 nel I Val, 


von der positiven Scheibe: 


.- FE VS 


Die Wurzeln sind überall absolut zu nehmen. Beide Potentiale 
superponiren sich. Die à-Axe zerfällt in drei Gebiete: 


Lee: dort nennen wir das Potential p,- 
2. 0<z<h; » DI „ nm * Pz? 
3. N ÚS * nm * nm nm P3’ 


§ 18 DOPPELSCHICHTEN. 65 
Man findet 
gı =— 2e (VFR + x) + 2 n o (F —h +a) 
Pa 2 (Y+ N) + 2 * (% = f BA Ha) 
Py =— 2 * (V N 2) + 2 n o ( — h F E ＋ „ a) 
oder: 
p Zael A AU ET -yA F R} 
Pa 2 2 h + Yh sf F e RE} (61) 
pn neit y F -yA F El 


Wir wollen nun den Abstand % im Verhältnifs zum Radius R so 
klein annehmen, dafs wir 4? vernachlässigen dürfen; dann können 
wir die erste der Quadratwurzeln abgekürzt berechnen: 


Vh — A + E =y RI 2 =V F R. I- um” 
VEFE. h1- Ar 


* + R? 
— h% 
yh — 2)? R = + R? pi mm i 


Dies eingesetzt in die vorstehenden Ausdrücke giebt: 
1 21 a 


TEZ 


p = Inn. {2E -1 1 61 
3 h Vz? + R? (61a) 
= 2neh 1 
H | (EEN 


Setzen wir nun wieder 

eh = M 
das Moment der Doppelschicht unabhängig von der Dicke h, so 
können wir zur Grenze h = 0 gehen. Aufser in dem constant bleiben- 
den Momente (e-h) kommt die verschwindende Gröfse k nur noch in 


dem Gliede Se der geschweiften Klammer von % vor. Da aber 


hier O r nn bleibt, so schwankt das Glied nur zwischen den 
Zahlen 0 und 2, bleibt also endlich. Ueberhaupt bleibt Cp Potential 


H, v. HELM noLTZ, Theoret. Physik. Bd. IV. 
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endlich und stetig, wenn es auch in dem engen Zwischenraum der 
Doppelschicht einen sehr steilen Anstieg besitzt. Betrachtet man 
aber die Grenzwerthe von / und p, dicht an den beiden Seiten 
der Doppelschicht, also für verschwindend kleine Werthe von z, so 
findet man 

5 =- 2e 2A M, 

Pa = +2nceh=+2nM. 


Das giebt den endlichen Sprung 
Pp — p = 4 M, (62) 


welcher dieselbe Gröfse hat wie derjenige an der vorher betrach- 
teten Kugeldoppelschicht, diesmal unabhängig vom Radius der 
Scheiben. 

Während aber bei der Kugel die elektrischen Wirkungen so- 
wohl im inneren wie im äufseren Raume sich vollständig vernichteten, 
bleibt hier bei der Scheibe zu beiden Seiten ein elektrisches Feld 
übrig, dessen Intensität man für die auf der z-Axe gelegenen Punkte 
leicht berechnen kann, indem man die Ausdrücke (61a) nach x 
differenzirt. Man findet so: 


ZEN 2 A R? 
Z 5 aM Ver + RS’ 
KE: RK "3 
kontel malia | e 
RER EE Be 
* 55 Ver Ry 


Die Kraft Z, wird für verschwindendes % negativ unendlich, im 
äufseren Raume dagegen ist Z. sowohl wie Z, durch denselben posi- 
tiven Ausdruck gegeben. Scheidet man also den Zwischenraum 2) 
aus, so kann man sagen, der Differentialquotient von ꝙ nach der 
Normale bleibt zu beiden Seiten der Doppelschicht stetig. Der 
Verlauf von als Function von x wird am besten durch das Dia- 
gramm Figur 6 auf folgender Seite illustrirt. 

Das Uebrigbleiben von elektrischer Kraft im äufseren Raum läfst 
sich anschaulich erklären durch die offenen Ränder, mit denen die 
` scheibenförmige Doppelschicht abschliefst. Betrachtet man nämlich 
den Ausdruck der elektrischen Kraft einer einfach belegten Scheibe 
(§ 14), welchen man schreiben kann: 


x 


dr 
2—— ge 22 (i- I DH 
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so sieht man, dafs dieser sich nicht ändert, wenn man x und R im 
gleichen Maaſse vergrölsert oder verkleinert: Eine Scheibe von dopppelt 
so grolsem Radius übt aus doppelter Entfernung die gleiche Kraft 
aus. Verschiedene coaxiale Scheiben, welche auf einen Punkt der 
x-Axe alle die nämliche Wirkung ausüben sollen, müssen mit ihren 
Rändern auf ein und demselben Kegelmantel liegen, dessen Spitze 
der ausgewählte Punkt ist. Zwei benachbarte Kreisschnitte des 
Kegels, mit entgegengesetzt gleicher Flächendichtigkeit belegt, werden 
also ihre Wirkung in der Kegelspitze gerade aufheben. Dabei ist 
der der Spitze nähergelegene Querschnitt etwas kleiner. Unsere 
beiden Kreisflächen sind aber gleich grofs. Würde man z. B. von 
einem Punkte der positiven z-Axe den Kegelmantel durch den Rand 
der negativ geladenen Fläche legen, so würde er von der positiv 
geladenen Fläche einen Ring abschneiden, welcher aufserhalb bleibt. 
Die von dem Mantel umhüllte positive Ladung wird durch die ge- 


Fig. 6. 


sammte negative Ladung in der Spitze des Kegels unwirksam ge- 
macht. Dagegen bleibt die positive Ladung auf dem Randring 
wirksam und erzeugt die elektrische Kraft. Bei verschwindender 
Schichtdicke A wird allerdings der Randring verschwindend schmal, 
dafür aber die Flächendichtigkeit + e entsprechend grofs. 

Die soeben betrachtete gleichmäfsige Belegung zweier Kreis- 
flächen mit entgegengesetzt gleichen Ladungen ist nahezu verwirk- 
licht bei den Platten-Condensatoren. 


§ 19. Doppelschichten von beliebiger Art. 


Der Begriff der elektrischen Doppelschichten, den wir an zwei 
leicht übersehbaren Beispielen kennen lernten, läfst sich verall- 
gemeinern einmal dadurch, dafs die Gestalt der Fläche unbestimmt 
gelassen wird, und ferner durch die Möglichkeit, dafs das Moment 
der Doppelschicht von Stelle zu Stelle veränderliche Werthe besitzt, 

Alsdann ist es zwar nicht mehr möglich die Potentialfunctionen 


der Belegungen durch geschlossene Rechenausdrücke explicite anzu- 
5* 
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geben, aber das Gesetz über den Potentialsprung, welches wir in den 
Sonderfällen Gleichungen (60c) und (62) gefunden hatten, läfst sich 
auch hier nachweisen. 

Die Doppelschicht bilden wir in der Vorstellung auf folgende 
Weise: 

Auf einer beliebig gestalteten Fläche im Raume, von der wir 
einstweilen nur verlangen wollen, dafs sie nirgends unendlich starke 
Krümmung (d. h. Kanten oder Ecken) besitze, denken wir in allen 
Punkten nach ein und derselben Seite hin Normalen errichtet von 
der gemeinsamen Höhe %, welche wir von vornherein als klein im 
Verhältnifs zum Radius der stärksten vorkommenden Flächen- 
krümmung festsetzen wollen. Den kleinen Bruch, welcher dieses 
Längenverhältnifs mifst, nennen wir œ. Das Continuum der End- 
punkte dieser Normalen bildet dann eine der ersten benachbarte, 
zweite Fläche, auf welcher, wie man leicht einsieht, die Normalen 
der ersten Fläche ebenfalls senkrecht stehen müssen. Die Beziehung 
der beiden Nachbarflächen zu einander ist durchaus wechselseitig; 
würden wir etwa einmal die zweite Fläche als die ursprünglich vor- 
geschriebene ansehen, so würde die Errichtung von rückwärts ge- 
richteten Normalen A auf ihr zu genau derjenigen Fläche führen, 
die wir hier als die erste bezeichnet haben. Beide Flächen sind 
Punkt für Punkt auf einander bezogen durch die gemeinsamen 
Normalen. Auch den Flächenelementen def, in welche man die 
Fläche 1 beliebig zertheilen kann, correspondiren bestimmte Elemente 
ds, der Fläche 2 dadurch, dafs ihre Randlinien durch gemeinsame 
Normalen verbunden sind. Der Gröfse nach sind die correspon- 
direnden ds, und ds, nahezu gleich; an Stellen, wo die Fläche 1 
nach der Seite der Normalen hin convex ist, werden die ds, ein 
wenig grölser als die ds,, an concaven Stellen werden sie ein wenig 
kleiner; jedenfalls liegt das Gröfsenverhältnifs beider überall näher 
am Werthe 1 als die Zahl 1+2«. (Erreicht wird diese Grenze 
an der Stelle von kleinstem Krümmungsradius nur dann, wenn dort 
die Krümmung kugelförmig gestaltet ist.) 

Diese beiden Flächen denken wir nun mit Elektricität belegt 
in der Weise, dafs auf jedem Paar correspondirender Flächen- 
elemente entgegengesetzte und absolut gleich grofse Mengen ver- 
breitet sind. Die Anordnung der Flächendichtigkeit kann dabei auf 
einer der beiden Flächen willkürlich vorgeschrieben sein. So wollen 
wir annehmen, auf der Fläche 1 sei e, eine im Allgemeinen von Ort 
zu Ort stetig veränderliche Dichtigkeit, welche freilich an gewissen 
Trennungslinien oder am offenen Rande der Fläche (wenn ein solcher 
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vorhanden) auch sprungweise Aenderungen zeigen darf. Auch Vor- 
zeichenwechsel von Stelle zu Stelle sollen nicht ausgeschlossen sein. 
Im Innern hinreichend enger Flächenelemente ds, wird man die Ver- 
theilung als gleichförmig ansehen dürfen. 

Nach unserer Vorschrift ist nun hierdurch auch die Anordnung 
der Dichtigkeit e, auf der Fläche 2 bestimmt. Die Werthe e 
und , welche an correspondirenden Punkten herrschen, werden 
nahezu einander entgegengesetzt gleich. An Stellen, wo die ds, 
etwas grölser als die ds, sind, wird |e, | etwas kleiner als | el 
ausfallen, jedenfalls bleibt, wie man leicht durchschaut, das Ver- 
hältnifs e,:e, näher an dem Werthe — 1 als die Zahl — 1 +2«. 
Man kann dafür auch schreiben 


la +%|<2«e, oder auch |e +e, = 2 U e. (64) 


Um nun den Verlauf des Potentials an dieser Doppelschicht 
zu erkennen, wählen wir zwei Beobachtungspunkte, welche mit zwei 
correspondirenden Punkten der beiden Flächen in der Lage zu- 
sammenfallen, von denen wir uns aber vorstellen wollen, dals sie 
deutlich auf der Aufsenseite der Schicht liegen, wenngleich ihr Ab- 
stand von einander ebenfalls gleich % zu setzen ist. Wir haben es 
hier mit dem Potential o zweier Flächenbelegungen zu thun, und 
wissen darüber schon aus den früheren Betrachtungen, dals das 
Potential in einer belegten Fläche selbst endlich und stetig bleibt, 
sogar wenn die Dichtigkeit der Belegung dort in gewisser mälsiger 

Weise über alle Grenzen wächst, dafs aber die Differentialquotienten 
nach der Normale beim Durchgang durch die Fläche springen pro- 
portional der Dichtigkeit. Wir wollen dem entsprechend das Potential 
p in unserem Falle zerlegen in einen Summanden d, welcher von 
der Belegung e, der Fläche 1 herrührt und einen Summanden p 
von der anderen Fläche her. Noch einen dritten Summanden, her- 
rührend von irgend welchen sonst im Raume vorhandenen Ladungen, 
könnte man hinzufügen, doch bleibt dieser ohne jeden Einflufs auf 
die Betrachtung, und mag ebenso wie eine willkürliche additive 
Constante hier fortbleiben. Es ist also: 


ET ET (6) 


Die Werthe, welche in dem Beobachtungspunkt an der ersten 
Flüche gelten, seien mit 9, Pır Pa bezeichnet, die Werthe . dem 
zweiten Beobachtungspunkt seien , Pr fa: Wegen der Stetigkeit 
der Potentialfunktionen kann man in der Nähe dieser beiden Stellen 


Reihenentwickelungen dafür setzen, und da wir die Länge % nachher 
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gegen Null abnehmen lassen wollen, solche, welche nach dem linearen 
Gliede abbrechen. Um die beiden entgegengesetzten Normalrich- 
tungen zu unterscheiden, wollen wir diejenige, welche von der 
Fläche 2 nach der Fläche 1 zeigt, mit n, diejenige, welche von 1 
nach 2 zeigt, mit n, bezeichnen. Unter A verstehen wir den abso- 
luten Betrag des Abstandes der beiden Flächen, also auch der beiden 


Beobachtungspunkte. Dann ist 


kj = p 
Acht gn, ” 


ES 
— — Kë ut ys 
Pa = Pa t On e 


und somit 


3 
q = Fi T Pa t Be ‘h, 


5 = Fi + Pa + 92 ‘h 
und schliefslich durch Subtraction: 
en TER N 
p-p (g- H) . (650) 


Für die Sprünge der Differentialquotienten gelten die von früher 
her bekannten Ausdrücke [vergl. Gleichung (56 a0]: 


— — 


09 Ce, de der Fläch 
- 4ne, an der Fläche 1, 
On + Ön, (66) 
Im, SES Ae, an der Fläche 2. 
Gë Om, 


Jede dieser beiden Relationen können wir benutzen zur Um- 
formung der rechten Seiten von (65a). Nehmen wir die zweite, so 
erhalten wir: 


3 
(c + d 4e. 66 a) 


Nehmen wir die erste Relation, so entsteht: 


er 1 Pp. 
— Op BE 
-p= Line Ön, 900 h. (66 b) 


‘Si 
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Um die Identität der beiden rechten Seiten dieser Gleichungen 
brauchen wir uns nur zu bekümmern für verschwindendes A, also 
auch nur für den Werth 0 des früher benutzten Bruches «. Dann ist 


ei = — Ban (66 c) 
1 2 


und da die beiden Flächen 1 und 2 nunmehr zusammenfallen und 
mit durchaus gleichen, aber entgegengesetzten Flächenbelegungen ge- 
laden sind, wird der Verlauf von p, und p, im Grenzfall bis auf das 
entgegengesetzte Vorzeichen der gleiche, Verfolgt man also beide 
Functionen, jede von der Fläche aus, welcher sie entspringt, in der 
Richtung n,, so muls ihr Gefälle gleich grofs, aber von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sein oder die Summe beider Gefälle mufs 
verschwinden: 


20. (66d) 


Das Gleiche findet man, wenn man die Differentialquotienten 
nach n, bildet: 


do , OQ 
— 3 = a 
tra N 


In Folge dieser Gleichungen (66 c, d, e) gehen die beiden Aus- 
drücke (66a und b) über in 


$-G=Aingh=—Anarh. 


Lassen wir nun das Product aus Flächendichtigkeit und Ab- 
stand beim Verschwinden des letzteren einen festen Grenzwerth M 
annehmen, den wir das Moment der Doppelschicht an der betrach- 
teten Stelle nennen, setzen also 


lim (e, h) = lim (— ei h) = W, 
h=0 h=0 


so wird 
5 = 5 = A4 M. 67) 


Der Sprung des Potentials beim Durchgang durch die Doppel- 
schicht ist gleich deren Moment an der Durchgangsstelle, multipli- 
cirt mit 4”, und zwar springt das Potential hinauf, wenn zuerst 
die negative, dann die positive Belegung durchschritten wird, im 
entgegengesetzten Falle springt das Potential hinab. 

Eine Fernwirkung kann von einer solchen beliebigen Doppel- 
schicht im Allgemeinen wohl ausgehen. Wir hatten unter den ein- 
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fachen Beispielen im vorigen Paragraphen einen Fall ohne Fern- 
wirkung (Kugel) und einen mit Fernwirkung (Scheibe) gefunden. Für 
das Potential eines Feldes, welches von einer Doppelschicht herrührt, 
läßt sich ein charakteristischer Integralausdruck aufstellen. Zunächst 
ist, wie bei allen Flächenbelegungen: 


Dabei bedeuten r, und r, die Abstände eines Beobachtungspunktes 
im Raume von den Flächenelementen beider Belegungen. Wir 
nehmen die ds, und ds, als correspondirende Flächenelemente, dann 
ist nach Definition der Doppelschicht 


ei de =— e, ds, 


und wir können beide Integrale in eines zusammenfassen: 


Nun unterscheidet sich r, dadurch von r,, dafs es hingerichtet ist 
nach einem Flächenelement, welches von ds, aus in der Richtung 
der Normale n, um die Strecke A verschoben erscheint. Benutzen 
wir sogleich den Umstand, dafs A gegen die Grenze Null streben 
soll, so können wir durch ein Differential den Zuwachs des reci- 
proken Radius bei dieser Verschiebung % ausdrücken. Es ist 


ver Beltz 


— = 
5 1 Ön, Lë 


aen d 


Da bei verschwindendem A die correspondirenden Flächenelemente 
zusammenfallen, so können wir bei ds, und r, die Zahlenindices 
weglassen. Ferner bezeichnen wir, wie vorher 

n M 
und lassen auch bei n, den Index weg, behalten jedoch im Sinne, 
dafs n die Normale auf derjenigen Seite der Doppelschicht bedeutet, 
deren Belegung (e,) im Vorzeichen mit dem Moment übereinstimmt. 


Dann ist 
e [Jam ak (68) 


also 
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Dieser Ausdruck besitzt eine Bildung, welche uns später noch wieder- 
begegnen wird, und für den wir dann sofort eine Deutung haben 
werden. 

Wenn die Fläche, auf welcher die Doppelschicht liegt, ge- 
schlossen ist, und wenn ferner das Moment überall die gleiche Gröfse 


besitzt, so ist 
mena Ti 


Von diesem Ausdruck läfst sich zeigen, dafs er für alle Punkte im 
äufseren Raume gleich Null ist, und für alle Punkte im Hohlraume 
der Fläche einen constanten Werth besitzt = +4nM. Daraus 
folgt, dals geschlossene Doppelschichten von beliebiger Gestalt, aber 
gleichmälsig starkem Moment keine Fernwirkung ausüben. 

Während das Potential selbst an einer Doppelschicht springt, 
bleibt aber dessen Differentialquotient nach der Normalen daselbst 
stetig, weil die beiden Sprünge von öp/Ön, welche den beiden ein- 
zelnen Belegungen entsprechen, entgegengesetzt gleich sind und sich 
delshalb aufheben. Dagegen muls Unstetigkeit tangentialer Diffe- 
rentialquotienten zu beiden Seiten einer Doppelschicht von örtlich 
veründerlichem Moment auftreten, weil die Gröfse des Potential- 
sprunges mit dem Moment wechselt, also der Anstieg oder der Ab- 
fall des Potentials von Punkt zu Punkt der Doppelschicht auf beiden 
Seiten von ungleicher Grölse sein muls. 


§ 20. Zusammenfassung der Beziehungen zwischen 
Ladungen und Potentialen. 


Wir haben durch die bisherigen Betrachtungen die Hilfsmittel 
gewonnen um aus einem im Raume gegebenen Verlaufe der Werthe 
des elektrischen Potentials ꝙ diejenige Vertheilung der Ladungen 
zu erkennen, welche das definirte Feld erzeugen, und auch um- 
gekehrt aus gegebener statischer Vertheilung das zugehörige Potential 
zu berechnen. 

Es sei zunächst ꝙ eine eindeutige, beliebig vorgeschriebene 
Function der Raumcoordinaten. Sie selbst, wie auch ihre ersten 
und zweiten Differentialquotienten sollen im Allgemeinen überall 
stetigen Verlauf besitzen, jedoch soll es zulässig sein, dals an ge- 
wissen gegebenen Flächen Sprünge des Verlaufes von p, an anderen 
solche der ersten, an noch anderen solche der zweiten Differential- 
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quotienten von ꝙ auftreten, auch dürfen Unstetigkeitsflächen der 
verschiedenen Arten zusammenfallen. 

Man braucht dann erstens aus dem vorgeschriebenen Verlauf 
von p nur denjenigen von 4% abzuleiten, was an allen Stellen 
aulser den Unstetigkeitsflächen zu eindeutig bestimmten, endlichen 
Werthen führt, und man hat in dem Ausdruck 


1 


die Vertheilung der erforderlichen räumlichen Dichtigkeiten. Die 
Unstetigkeitsflächen der zweiten Differentialquotienten von ꝙ werden 
auch solche von e. 

Ferner hat man die Unstetigkeitsflächen der ersten Differential- 
quotienten von ꝙ durchzunehmen, und aus den gegebenen Daten 
die Sprünge von Se abzuleiten. Diese ergeben die Elektricität, 
welche man auf diesen Unstetigkeitsflächen verbreitet anzunehmen 
hat, nach der Formel: 

1 459 SS) 
— 43 032 ＋ J Ia 

Endlich erfordern die vorgeschriebenen Unstetigkeiten von o 
Doppelschichten, deren Momente man ablesen kann nach der Formel: 


W 47 0 0 (69b) 


Sollen sich alle Ladungen, auf welche man so schliefsen kann, 
in endlicher Entfernung befinden, und eine endliche Summe geben, so 
muls man freilich für den weiteren Verlauf von ꝙ noch die Vorschrift 
hinzufügen, dals o in sehr grofser Entfernung R von irgend einem 
Const a 
De Die 
Constante ist dann die algebraische Summe aller Ladungen, zu 
welcher die Doppelschichten nichts beitragen. 

Hat man die umgekehrte Aufgabe zu lösen, bei welcher in 
einem endlichen Raumgebiet räumliche Ladungen von der vor- 
geschriebenen Dichtigkeit 6, Flüchenbelegungen von der Dichtigkeit e, 
und Doppelschichten vom Moment M gegeben sind, so findet man 
das Potential dieser Vertheilungen in der Formel: 


IE faat 


Punkt im Ladungsgebiet gegen Null abnimmt wie 


(70) 


8 20 LADUNGEN UND POTENTIALE. 75 


Unter r ist dabei der Abstand des Punktes, in welchem ꝙ bestimmt 
wird, von den Ladungselementen e dr und eds, und von den Moment- 
Elementen Mds zu verstehen, und die Richtung On, nach welcher 
im letzten der drei Integrale differenzirt wird, weist von der negativen 
nach der positiven Belegung hin. 

Dieser Ausdruck für ꝙ giebt im ganzen Raume endliche ein- 
deutige Werthe. Wenn wir freilich auch noch endlich geladene 
Punkte im Raume annehmen würden, so würden wir zu dem Aus- 


druck in Gleichung (70) noch Glieder von der Form = zusetzen 


müssen, welche in den geladenen Centren unendlich werden. Solche 
Zusätze sind hier nicht nöthig, da punktförmige Ladungen in der 
Natur nicht anzunehmen sind, sondern nur ein bequemes mathe- 
matisches Hilfsmittel für viele Betrachtungen bilden. Ebenso wenig 
brauchen wir uns hier auf geladene Linien einzulassen. 

Aus der Existenz der Potentialfunction mit den Eigenschaften, 
dals sie überall endlich und eindeutig und im Allgemeinen auch 
stetig verläuft und in unendlicher Entfernung gegen Null abnimmt 
wie der reciproke Abstand, daraus folgen einige wichtige Eigen- 
schaften des elektrischen Feldes, welche dessen Vertheilung sehr 
anschaulich machen. 

Wir hatten bereits früher in § 7, als wir das Feld punktförmig 
gedachter Ladungen betrachteten, auf die Bedeutung der Aequi- 
potentialflächen hingewiesen. Dieselben Betrachtungen können wir 
nun hier, und zwar ohne daß Ausnahmepunkte auszusparen wären, 
anwenden und wollen sie des Zusammenhangs wegen hier noch einmal 
von Anfang an darstellen. Da e Function der Raumcoordinaten, 
2. B. der Cartesıschen, ist, bedeutet 


o (z, y, x) = Constans 


nach der Lehre der analytischen Geometrie eine Fläche im Raume. 
Je nach der Wahl des Werthes der Constanten erhält man andere 
und andere Flächen, diese alle bilden eine continuirliche Schaar. 
Man kann auch eine diskrete Schaar von Flächen herausheben, 
wenn man der Constanten eine diskrete Reihe von Einzelwerthen, 
vortheilhaftester Weise eine arithmetische Reihe von Werthen vor- 
schreibt. Je kleiner der Schnitt zwischen den Nachbarwerthen ge- 
wählt wird, um so enger rücken die Flächen zusammen, um so 
zahlreicher durchsetzen sie den Raum. 

In der reinen Geometrie betrachtet man Flächenschaaren mannig- 
facher Art, welche dadurch geordnet sind, dafs sie sich aus einer 
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gemeinsamen Gleichung durch Variation eines Parameters ergeben, 
also ähnlich wie hier. Darunter sind häufig Schaaren von Flächen, 
welche sich mit ihren Nachbarn durchschneiden, so dafs eine ge- 
meinsame umhüllende Fläche entsteht. Diese Erscheinung kann 
nun bei unseren Aequipotentialflächen niemals eintreten, weil in den 
Schnitteurven zweier Flächen dann die beiden verschiedenen Werthe 
der Constanten gelten mulsten, was der Eindeutigkeit des Potential- 
werthes widerspricht, Aus demselben Grunde können sich auch zwei 
Potentialflächen nicht berühren. (Wegen Doppelschichten siehe S. 81). 
Eine Aequipotentialflache kann auch nirgends mit offenem Rande 
abbrechen. (Wegen Doppelschichten siehe gleichfalls S. 81). Eine 
solche Fläche kann sich in unendliche Entfernung erstrecken, ohne 
dals jemals ihre Grenze erreicht wird. Da wir aber alle Ladungen 
im Endlichen liegend voraussetzen, mithin überall in unendlicher 
Entfernung p = 0 ist, so kann die ins Unendliche reichende Aequi- 
potentialfläche nur diejenige einzige sein, für welche die Constante 
den Werth Null besitzt. Alle übrigen müssen im endlichen Raume 
bleiben und doch in dem Sinne grenzenlos sein, dals sie keinen Rand 
besitzen, sie müssen also geschlossene Flächen sein. Dagegen ist 
es nicht nöthig, dafs sie aus einem einzigen zusammenhängenden Stück 
bestehen, sie können vielmehr aus zwei oder mehreren getrennten 
in sich geschlossenen Theilen bestehen bei dem gleichem Werth der 
Constanten. Da sich nun die zu verschiedenen Constanten gehörigen 
Flächen nicht durchschneiden dürfen, so muls die eine die andere ganz 
umschliefsen oder von ihr ganz umschlossen werden, oder aber sie 
können sich auch ganz ausschlieſsen, sind dann aber nicht benachbart. 
Da nun die Flächenschaar bei hinreichend kleinem Schritt der 
arithmetischen Constantenreihe eine sehr enggedrängte wird, bei 
der die Nachbarflächen dicht nebeneinander herlaufen, so wird der 
ganze Raum in dünne Schichten, Schalen oder Lamellen zerschnitten, 
deren Dicke zwar von Ort zu Ort veränderlich ist, aber nirgends 
verschwinden kann. Diese Lamellen, in die der Raum zerfällt, sind 
nun für die Anschauung des elektrischen Feldes sehr nützlich. 
Erstens kann man in jedem Raumpunkt den Werth des Poten- 
tials gewissermaaſsen ablesen, indem man abzählt, in welcher Lamelle 
er liegt. Der Werth liegt dann zwischen den Constanten der beiden 
begrenzenden Nachbarflächen, und wenn der Schritt der Constanten- 
reihe hinreichend klein ist, kann man ihn durch eine lineare Inter- 
polation finden. Daraus folgt direct, dafs man auch die Arbeit ab- 
lesen kann, welche bei einer bestimmten Fortführung eines elektrischen 
Theilchens geleistet wird, indem man abzählt, wieviel Lamellen der 
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Weg durchsetzt. Die in Richtung steigenden Potentials durchsetzten 
Lamellen sind dabei positiv, die in Richtung sinkenden Potentials 
durchsetzten aber negativ zu zählen. Ist die so gefundene Zahl N 
und nennen wir den festen Schritt der Constantenreihe A so ist N-ö 
der Ueberschuſs des Potentials im Endpunkt über dessen Werth im 
Ausgangspunkt, und diese Differenz giebt multiplieirt mit der be- 
wegten Ladung die geleistete Arbeit. Vergl. Gleichung (16a) auf 
S. 28. 

Zweitens kann man Richtung und Intensität der elektrischen 
Kraft an jeder Stelle des Feldes unmittelbar erkennen. Nämlich 
das Gefälle der Potentialfunction ist selbstverständlicher Weise in 
allen tangentialen Richtungen zu den Niveauflächen gleich Null und 
hat normal auf ihnen den gröfsten Wert; in der Richtung des 
steilsten Abfalls von ꝙ liegt aber der Pfeil der elektrischen Kraft. 
Denkt man also Linien im Raume, welche die Niveauflächen überall 
senkrecht durchsetzen, so folgen diese der Richtung der elektrischen 
Kraft. Sie beisen nach Fanabaxs Bezeichnung Kraftlinien. Man 
kann sie im Allgemeinen eindeutig und stetig verfolgen. Aber nicht 
nur über die Richtung der Kraft, sondern auch über deren Gröfse 
gewinnt man Aufschluſs. Man kann nämlich bei hinreichend dichter 
Niveauflächenschaar die Stücke der im Allgemeinen stetig gekrümmten 
Kraftliniencurven, soweit sie zwischen zwei Nachbarflächen liegen, 
als geradlinige Längenelemente ansehen, welche auf beiden Flächen 
senkrecht stehen und die Dicke A der Lamelle an der betreffen- 
den Stelle messen. Ist das Gefälle in der Normalrichtung mit 
— er = € bezeichnet, so hat man für den Uebergang aus einer 
Fläche in die Nachbarfläche die Gleichung 


3 (11) 


vom On 


Da nun ò zufolge der Anlage der Niveauflächen im ganzen Raume 
constant denselben Werth besitzt, so ist auch das Product H.h 
constant, mithin die Stärke der elektrischen Kraft allenthalben um- 
gekehrt proportional der Schichtdicke der Lamellen, ja man kann 
den Betrag im absoluten Maaſse ablesen, wenn A in solchem Maalse 
bekannt ist und A in Centimetern gemessen wird. 

Ueber den Verlauf der Kraftlinien kann man im Allgemeinen 
aussagen, dals sie, von einem Ausgangspunkt an verfolgt, nicht 
wieder zu diesem zurückführen können, auch nicht zu einem Punkt, 
der mit dem Ausgangspunkt auf gleicher Niveaufläche liegt. Denn 
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wenn man immer in Richtung des Gefälles von ꝙ fortschreitet, kann 
man nicht zu dem Anfangswerth zurückkehren, also bei eindeutigem 
Potential auch nicht zum Ausgangspunkt. Die Doppelschichten, an 
deren beiden Seiten ja Potentialwerthe von endlicher Differenz 
herrschen, lassen allerdings geschlossene Kraftlinien möglich er- 
scheinen, nämlich solche, welche auf der einen Belegung beginnen 
und mit Umgehung eines offenen Randes der Doppelschicht auf dem 
correspondirenden Punkt der anderen Belegung endigen. Dann fällt 
bei verschwindender Dicke der Doppelschicht allerdings Anfangs- 
und Endpunkt der Kraftlinie zusammen, diese erscheint geschlossen. 
So lange wir indessen die Doppelschicht als ein reales elektro- 
statisches Gebilde betrachten, bleibt doch immer der, wenn auch 
verschwindend dünne Raum zwischen den beiden unendlich starken 
Belegungen übrig, in welchem auch ein unendlich starkes Feld von 
entgegengesetzter Richtung herrscht. Man kann in gewissem Sinne 
sagen, eine Doppelschicht verhält sich wie eine Trennungsfläche, 
welche den Kraftlinien den Durchgang versperrt. 

Im Gebiete der elektrischen und magnetischen Wechselwirkungen 
kommen aber thatsächlich in sich zurücklaufende Kraftlinien vor, 
welche man ohne Unterbrechung beliebig oft in Richtung fallenden 
oder steigenden Potentials durchlaufen kann. In solchen Feldern 
ist aber das Potential nicht eindeutig, sondern besitzt eine unend- 
liche Reihe von Werthen, und zwar sinkt oder steigt bei jeder vollen 
Umkreisung, also Rückkehr zum selben Punkte, der Potentialwerth 
um den gleichen Betrag, den wir die Periode nennen wollen. Ferner 
ist dabei wichtig, dafs solche Potentialfelder mit geschlossenen 
Kraftlinien niemals im ganzen Raume existiren, sondern immer nur 
in mindestens zweifach zusammenhängenden Raumgebieten, während 
in den ausgeschlossenen, ebenfalls mehrfach zusammenhängenden 
Gebieten die Feldintensität überhaupt nicht als Gefälle einer 
Potentialfunction dargestellt werden kann. 

Könnte man z. B. in einem Eisenring die pollose magnetische 
Induction während eines endlichen Zeitintervalls ganz gleichmälsig 
zunehmen oder abnehmen lassen (allerdings praktisch kaum realisir- 
bar), so würde in dem vom Eisenring ausgesparten zweifach zu- 
sammenhängenden Raume während dessen ein zeitlich constantes 
elektrisches Feld herrschen, dessen Potential die hier charakterisirte 
Eigenschaft besitzt. Jede elektrische Kraftlinie ist als geschlossene 
Curve mit dem Eisenring verschlungen wie zwei zusammenhängende 
Kettenglieder. (Sobald das Wachsthum der magnetischen Induction 
ungleichmäfsig ist, wird dieses Beispiel hinfällig, weil dann die 
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elektrische Feldstärke schwankt und auf zeitlich variable Vorgänge 
der Potentialbegriff keine Anwendung findet.) Die entsprechende 
Erscheinung eines magnetischen Feldes (für welches ganz analoge 
Begriffe gelten) mit vieldeutigen Potentialwerthen kann man sehr 
leicht experimentell verwirklichen in dem Raume um einen von 
constantem galvanischem Strome durchflossenen Ringleiter. 

Nun kann man einen zweifach zusammenhängenden Raum durch 
eine Schnittfläche in einen einfach zusammenhängenden verwandeln, 
wobei dann beide Seiten der Schnittfläche mit zur Begrenzung zu 
rechnen sind. Wir denken also in den Eisenring resp. in den ring- 
förmigen Stromleiter wie in einen Rahmen irgend eine Fläche ge- 
spannt, durch welche der Durchtritt verhindert sein soll. Alsdann 
ist auch ein wiederholtes Durchlaufen der ringförmigen Kraftlinien 
unmöglich; man kann höchstens auf der einen Seite der Trennungs- 
fläche beginnen und einer Kraftlinie auf einer einmaligen Umkreisung 
folgen bis man auf dem correspondirenden Punkt der anderen Seite 
angelangt ist. Dann ist man wieder am selben Ort im Raum, man 
kann aber nicht weiter. Das elektrische resp. magnetische Potential 
ist dabei gesunken oder gestiegen gerade um den Betrag einer 
Periode. Wir stehen also vor dem Ergebnils, dals das Potential an 
beiden Seiten der Trennungsfläche verschiedene Werthe hat, dort 
unstetig ist; aber die Vieldeutigkeit ist jetzt ausgeschlossen. Dieses 
Feld könnte durch elektrostatische resp. magnetostatische Be- 
legung der Trennungsfläche mit einer Doppelschicht erzeugt werden, 
deren überall gleich starkes Moment aus der Bedingung: 47 M = 
Periode folgt. Freilich dürften statische Belegungen der Ringober- 
flächen, wenn diese breit genug sind, auch noch nötig sein zur ge- 
treuen Wiedergabe des Feldes, für sehr dünne Ringe indessen genügt 
die Doppelschicht, und man sieht hieraus, dafs deren Fiktion mit- 
unter von Nutzen sein kann, um ein elektromagnetisches Problem auf 
ein statisches zurück zu führen. 

Der Potentialwerth war in diesen Fällen wenigstens bis auf ein 
unbestimmtes Vielfaches der Periode bekannt. Ganz unbestimmt 
wird er, wenn man zwei solche Ringe im Raume annimmt und die 
beiden Perioden, welche der Durchschlingung jedes einzelnen ent- 
sprechen, incommensurabel sein läfst. Dann kann man durch ge- 
nügend häufige Umschlingung beider Ringe in geeigneten Um- 
drehungssinnen freilich das Potential in einem Punkt jedem ge- 
wünschten Zahlenwerth beliebig nahe bringen. 

Aber das Feld — die Richtung und Intensität — also das 
Gefälle von p bleibt trotzdem eindeutig. 
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Nach diesem vorläufigen Ausblick auf ein Gebiet, welches wir 
erst später behandeln werden, kehren wir zurück zu den elektro- 
statischen Feldern mit eindeutigem Potential, um noch einige typische 
Erscheinungen des Verlaufs der Niveauflächen und der Kraftlinien 
zu betrachten an Stellen des Raumes, wo einfache Flächenbelegungen 
und wo Doppelschichten liegen. 

Laufen Kraftlinien unter schrägem Winkel durch eine mit Elek- 
tricität belegte Fläche, so werden sie dabei gebrochen. Zerlegt man 
nämlich die elektrische Kraft zu beiden Seiten in eine Componente 
normal zur Fläche und eine tangentiale, so hat erstere beiderseits 
verschiedene Werthe, weil 6% n unstetig ist, während die zweite 
beiderseits gleichen Werth hat, die Resultanten müssen dabei dies- 
seits und jenseits verschiedene Richtung haben, aber beide Rich- 
tungen müssen mit der Normalen in einer Ebene (Einfallsebene) liegen. 
Nur in dem Falle, dafs die Kraftlinien selbst in Richtung der 
Normalen auf der Fläche stehen, bleiben sie ungebrochen. Da nun 
ferner die Aequipotentialflächen beiderseits senkrecht zu den Kraft- 
linien verlaufen, müssen solche, wo sie eine Flächenbelegung durch- 
setzen, längs der Schnittcurve geknickt erscheinen, ohne dafs in- 
dessen ihr Zusammenhang zerrissen wird. Die Dicke der Lamellen 
vom festen Potentialschritt ö ist zu beiden Seiten der Belegung ver- 
schieden. Nur in dem Falle, dafs die belegte Fläche selbst zu den 
Aequipotentialflächen gehört, tritt kein solcher Knick auf, weil eben 
keine der anderen Flächen sie durchsetzt; aber die Unstetigkeit von 
h besteht auch dann. Die Dicke der Lamellen, die sonst im Raume 
bei den Nachbarn nahezu die gleiche ist, wird plötzlich verändert, 
wenn eine der Trennungsflächen geladen ist. 

Anders ist die Störung des Verlaufs, wo die Niveauflächen eine 
Doppelschicht durchsetzen: Die Doppelschicht zwingt die Niveau- 
flächen, welche auf sie stofsen, ein endliches Stück ihres Verlaufes 
in ihr selbst zurückzulegen, bis sie sie dann an einer anderen 
Stelle in den jenseitigen Raum entläfst. So kommt es, dafs in der 
Doppelschicht eine Reihe auf einander folgender Lamellen räumlich 
zusammengeprelst zu verschwindender Dicke zu denken ist. Die An- 
zahl dieser verdichteten Lamellen ist so groſs, dafs der vom Moment 
abhängige Potentialsprung in den correspondirenden Punkten beider 
Seiten der Schicht zu Stande kommt. Läfst man jedoch den inneren 
Raum zwischen der Doppelschicht aus der Betrachtung weg, so 
bricht jede Aequipotentialfläche in einer offenen Randcurve an der 
einen Seite der Schicht ab, und beginnt auf einer räumlich getrennten 
Randcurve an der anderen Seite ihre Fortsetzung. Das Bild, welches 


§ 20 LADUNGEN UND POTENTIALE. 81 


die Lamellen zeigen, kann man anschaulich durch den in der 
Geologie bei der Lehre von den geschichteten Gesteinslagern ge- 
bräuchlichen Namen „Verwerfung“ bezeichnen. Bei Doppelschichten 
von constantem Moment ist diese Verwerfung überall die gleiche 
und die Neigung der Aequipotentialflächen auf beiden Seiten wird 
nicht geändert. Die Kraftlinien, welche die Flächenschaar senkrecht 
durchsetzen, haben dann zu beiden Seiten gleiche Richtung, auch 
die Lamellendicke h wird nicht verändert; die elektrische Kraft 
bleibt dann stetig, Im Falle, dafs die Doppelschicht selbst zu den 
Niveauflächen gehört, füllt die Verwerfung fort, dagegen scheinen 
alle diejenigen Lamellen verschwunden, deren Potentialwerth zwischen 
den Grenzwerthen des Sprunges von œ liegen und es berühren sich 
in der doppelt belegten Fläche zwei Aequipotentialflächen mit endlich 
verschiedenem Werthe der Constanten. Diese Umstände führen dann 
also, wenn man das Innere der Doppelschicht vernachlässigt, zu ge- 
wissen Beschränkungen der oben ($. 76) ausgesprochenen Sätze, 
Die am Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Formeln (69) 
und (69a) kann man ohne Benützung des Potentialbegriffs auf die 
Formen: 
CS (690) 
E, CEET (69 d) 
bringen, wobei E, und E, die Componenten der elektrischen Feld- 
stärke in Richtungen der beiden Normalen n, und n, bezeichnen. 
Diese Gleichungen sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dafs für 
die Feldstärke eine Potentialfunction existirt. Sie gelten aber all- 
gemeiner auch für zeitlich variable Felder, in denen dies nicht mehr 
der Fall ist. Denn es superponiren sich dann, wie später gezeigt 
werden wird, zu den von den Ladungen s und e herrührenden 
Kraftcomponenten XV, YN, ZA, nur solche andere Componenten 
A0, Y®, Z®, für welche immer 
dm Om Oz 
Saa "sde nn 
G ＋ E 0 
erfüllt ist, so dafs auch dann 
0) (2) 
rom 23 7 . „ e temine 


E, .. = EO T.. 4 E T.. 40 
gültig bleibt. 


H. v. Heımuorsz, Theoret. Physik, Bd. IV. 6 


on Di 
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§ 21. Der Green’sche Satz. 


Dieser für die weitere Entwickelung der Potentialtheorie wich- 
tige analytische Satz giebt eine Art partieller Integration an, durch 
welche von einem gewissen Raumintegral ein Oberflächenintegral ab- 
gespalten wird, während ein Restintegral über den Raum zurück- 
bleibt. Es giebt analoge Operationen auch an Integralen in einer 
Ebene, aus denen dann ein Randintegral abgespalten wird, und auch 
die gewöhnliche partielle Integration an einfachen Integralen, welche 
die Grenzwerthe aus dem Integrandus abspaltet, gehört hierher. Wir 
betrachten aber sogleich das räumliche Problem. Es sei zunächst 
vorgelegt das Raumintegral: 


a, Hande. (72) 


Dieses soll erstreckt werden über ein durch eine geschlossene Fläche 
begrenztes Raumgebiet. L und V seien zwei vorgeschriebene Func- 
tionen der Coordinaten æ, y, x, und sollen so beschaffen sein, dafs 
dr. einen endlichen, eindeutigen Werth besitzt. Also L und ô / 
müssen eindeutig sein, dagegen könnte V selbst noch vieldeutig sein, 
wie dies z. B. bei den im vorigen Paragraphen erwähnten Potential- 
functionen in mehrfach zusammenhängenden Räumen vorkommt. 
Stetig braucht weder L noch ð F/ zu sein, beide können viel- 
mehr an bestimmten Flächen im Integrationsraume springen. Auch 
in gewissem Grade unendlich können beide Factoren an einzelnen 
Stellen werden, ohne dafs der Werth ®, dadurch seine Bestimmtheit 
und Endlichkeit verliert. 

Nun machen wir den ersten Schritt zur Transformation: Wir 
sehen L. F/ als Theil eines vollständigen Differentialquotienten 
nach æ an, welch’ letzteren wir durch Hinzufügung von “. L/ 
erhalten. Wir bilden also: 


D, +f fvi äs gn ge fff Ha ande, 72a) 


Damit diese Gleichung einen bestimmten Sinn habe, müssen wir 
mehr Bedingungen stellen, als vorher für ®, nötig waren. Es mufs 
nämlich jetzt V selbst eindeutig sein und 6 L/s mufs die Inte- 
grabilitätsbedingungen erfüllen. Solche Fülle also, in denen zwar L 
in unschädlicher Weise unendlich wird, während 6 L/ dies in 
heftiger, schädlicher Weise thut, sind jetzt nicht mehr zulässig. 
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Dieser erste Schritt ist nur die Vorbereitung für den zweiten: die 
partielle Integration des rechts stehenden Integrals, welches wir 


schreiben können 
ö(LV) 
Jana: fe: de ` 


Für jedes Flächenelement dy d ist 
fer 292 re 
KE — 


Der Sinn dieser Formel ist folgender: Auf dem Flächenelement 
d da steht senkrecht eine gerade Linie parallel der æ-Axe. Geht 
man auf dieser Geraden in Richtung der positiv wachsenden Abscissen 
vorwärts, so betritt man an einer bestimmten Stelle das Integrations- 
gebiet, dort an der Grenze hat das Produkt Leinen bestimmten 
Werth, den wir mit LV bezeichnen. Geht man weiter, so kommt 
man endlich zu der Stelle, wo das Integrationsgebiet wieder ver- 
lassen wird; der dort herrschende Werth sei mit LV bezeichnet. 


Die Differenz beider Werthe ist oben mit LY bezeichnet: 


rr 


und hat für jedes Flächenelement dydx ihren besonderen Betrag, 
der von der Führung der Raumgrenze und dem räumlichen Verlauf 
von LV abhängt. Die Oberfläche des Raumes kann auch so ge- 
staltet sein, dafs die zu x parallele gerade Linie das Integrations- 
gebiet in mehreren getrennten Strecken durchsetzt, so dafs mehrere 
Eintritts- und Austrittsstellen auf einander folgen. In solchen Fällen 
bedeutet L V nicht die einfache Differenz, welche in letzter Gleichung 
steht, sondern eine algebraische Summe, in welcher die Werthe von 
LE an allen Eintrittsstellen negativ, an allen Austrittsstellen positiv 
einzusetzen sind. Ein wesentlicher Unterschied wird durch diese 
Complication indessen nicht in den Sinn der Betrachtung gebracht. 
Der zweite Schritt führt also zu der Gleichung 


N. +f SS v iziyaz= ſara- L (72b) 


Die Beschränkungen, die für die Functionen L, V und deren 

Differentialquotienten zu machen sind, haben sich aber wiederum 

vermehrt, denn die partielle Integration liefert in der hier explicite 
Gr 
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hingestellten Form nur dann einen richtigen Werth, d. h. denselben, 
welchen die linke Seite besitzt, wenn LV im ganzen Integrations- 
gebiet stetig verläuft. Wenn dagegen dieses Produkt im Bereiche 
der vorkommenden Werthe von æ irgendwo discontinuirlich wird, so 


würde in dem Ausdruck LV dieser Sprung enthalten sein, während 


er in |ds -un fehlt. Die Mathematiker haben sich mit solchen 


Problemen, in denen Integrale über springende Functionen partiell 
integrirt werden, vielfach beschäftigt, in der Physik kommt man aber 
meist vortheilhaft mit dem Umwege aus, dafs die Sprünge als sehr 
steile, aber doch stetige Veränderungen angesehen werden. Thut 
man dies, so fehlt der Einfluſs des Sprunges auch in dem Ausdruck 


f dr 95 (L) nicht, denn dieser wird dann an der Sprungstelle des 


Differentialquotienten so groſs, dafs ein einzelnes Differential der 
Summe einen endlichen Werth annimmt und zwar gerade denjenigen, 
welcher sonst die Gleichung stören würde. Kann man mit diesem 
Princip der continuirlichen Uebergänge nicht gut auskommen, so 
muſs man beide Seiten der Unstetigkeitsflächen mit unter die Raum- 
grenzen des Integrals aufnehmen. 

Der dritte Schritt ist die Verwandlung des Doppelintegrals in 
ein Oberflächenintegral über die Begrenzung des Integrationsraumes, 
Der Integrand LY setzt sich bereits aus allen Oberflächenwerthen 
zusammen und zwar für jedes einzelne dy d aus denjenigen, welche 
beim Fortschreiten in der z-Richtung von dort aus getroffen werden. 
Geeignete Oberflächenelemente an denselben Stellen findet man nun, 
wenn man auf jedem der kleinen Rechtecke dydx als Basis eine 
gerade Säule errichtet denkt. Diese dringt, in wachsender z-Rich- 
tung verfolgt, einmal in den Integrationsraum ein, wobei sie ein 
Flächenelement ds aus dessen Umgrenzung herausschneidet. Weiter- 
hin tritt sie wieder heraus unter Herausschneidung eines zweiten 
Flächenelementes ds. Bei complieirterer Gestalt des Integrations- 
bereiches kann dann ein nochmaliger Eintritt und Austritt folgen 
u. 8. W., jedesmal unter Zeichnung zweier Oberflächenelemente. Alle 
diese ds sind im Allgemeinen schräge Schnitte der dünnen recht- 
eckigen Säule, also von parallelogrammatischer Gestalt. Ihre Gröſse 
hängt von der Neigung der Normalen n gegen die æ-Richtung ab, 
denn es ist 
dyd% 


a)” 
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oder umgekehrt 
dy dx = ds cos (ng). 

Nun wollen wir vorschreiben, dafs die Normalen überall ins Innere 
des Integrationsraumes gerichtet sein sollen, dann wird der Winkel 
(nz) an den Eintrittsstellen der Säule spitz, an den Austrittsstellen 
stumpf, sein Cosinus also im ersten Falle positiv, im zweiten negativ. 
Unter dydx sowohl wie unter ds verstehen wir aber absolute Be- 
träge, delshalb müssen wir in vorstehender Formel, soweit sie sich 


auf Elemente ds an Austrittsstellen bezieht, den negativen Cosinus 
durch ein vorgesetztes Minuszeichen positiv machen. Es gilt 
demnach: 

dd = dscos(ux) = — d s cos (ñ z) 


und ein einzelnes Glied des Doppelintegrales aus (72 b) kann 
folgendermaafsen umgeformt werden: 


dude LV = dydz(LV — LV) = — ds LV cosñūs — ds Hoos u. 


In dem complicirteren Falle, dafs die Säule das Gebiet mehrmals 
durchsetzt, erhält man auf der rechten Seite vier, sechs u. s. w. solche 
Glieder, wie hier zwei angegeben sind; die weitere Betrachtung wird 
dadurch nicht gestört. Das Wichtige und Wesentliche besteht darin, 
dafs der Unterschied zwischen Eintritts- und Austrittsstellen ver- 
schwunden ist: Alle Glieder haben dasselbe explicite Minuszeichen. 
Da nun durch die Gesammtheit aller der gedachten Säulen auch 
die gesammte Oberfläche unseres Raumgebietes parzellirt wird, 


so folgt: Dee 
IO d«LV=—[[asLVoonz. 


Die Bezeichnung [fa . . soll Integration über die geschlossene 


Oberfläche des Gebietes bedeuten. Da man nun weils, dafs der 
Werth eines solchen Integrals von der Form des Netzes der ds, 
welches zur Aufstellung oder Berechnung gedient hat, unabhängig 
ist, so braucht man sich nun unter den ds nicht mehr die Spuren 
jener Säulenschnitte zu denken, sondern kann ein beliebiges anderes 
Netz auf der Oberfläche annehmen. Bei diesem dritten Schritt sind 
keine neuen Beschränkungen der Gültigkeit hinzugekommen. Das 
bisherige Resultat lautet nun: 


D, Ur een. ah (720) 
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Nun seien noch zwei ganz analog gebaute Integrale über den- 
selben Raum zu erstrecken, nämlich: 


er "e? 
0,- a isiya und 0. T vun d. (18) 


Bedingungen dafür sind Eindeutigkeit der beiden neuen Func- 
tionen M und N und der Differentialquotienten von V. Stetigkeit 
nicht erforderlich, beschränktes Wachsthum ins Unendliche zulässig, 
ganz wie oben für , Nun führen wir dieselben drei Schritte der 
Transformation aus. Beim ersten Schritt mufs gefordert werden, dafs 
SMV und N / d nicht in schädlicher Weise unendlich werden, 
und dals V selbst eindeutig ist. Beim zweiten Schritt treten die 
Bedingungen hinzu, dafs MV und NV im ganzen Raumgebiet stetig 
verlaufen müssen, widrigenfalls die Sprungflächen und zwar beide 
Seiten derselben mit unter die Begrenzung des Raumes zu rechnen 
sind, oder man sich helfen mufs mit dem Princip der continuirlichen 
Uebergünge. 


Sind alle diese Bedingungen erfüllt, so kann man zwei Formeln 
analog (72c) aufstellen, und dann alle drei addiren. Die Integrale 
kann man dabei, da sie sich über dieselben Gebiete erstrecken, in 
je eines zusammenfassen. An Stelle der Abkürzungen ®,, B, D, 
setzen wir die vorgeschriebenen Integrale. Dann erhält man: 


60 * 
SISE HUANG dæ dy da 
+ fff ls 67 "e dx dy da (14) 


EEN + M cos (ny) + N cos (na)) . 


Diese Gleichung enthält bereits den Onrrsschen Satz in sich, 
ist aber allgemeiner. Die drei vorgeschriebenen Raumfunctionen L, 
M, N kann man deuten als die Componenten in Richtung der Axen 
*, y, % von einer in jedem Punkte des Raumes gegebenen gerichteten 
Gröfse, und diesen Sinn haben sie wohl auch physikalisch in allen 
Fällen, wo diese Gleichung von Nutzen ist; die Function V dagegen 
denken wir uns hier als eine ungerichtete Gröfse, deren Differential- 
quotienten im ersten Raumintegral die negativen Componenten einer 
zweiten gerichteten Gröfse angeben, und zwar einer solchen, welche 
die Besonderheit hat, sich als Gefälle einer ungerichteten Gröfse 
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darstellen zu lassen. Die Gleichung (74), welche doch auf ein be- 
stimmt orientirtes Axensystem bezogen erscheint, enthält dann lauter 
Ausdrücke von absoluter Bedeutung. Die geschweifte Klammer des 
ersten Integrals giebt nach Herrmann Grassmann’s Bezeichnung das 
innere Product der beiden Vectoren und zwar mit negativem Vor- 
zeichen, da wir als Componenten des zweiten Vectors die negativen 
Differentialquotienten von V einführen. Dieses innere Product ist 
eine ungerichtete Gröfse, deren Werth nicht von der Orientirung 
des Axensystems abhängt. Sein Werth ist gleich dem Product der 
beiden Vectorlängen und dem Cosinus des von ihnen gebildeten 
Winkels. Im zweiten Integral bedeutet die eckige Klammer die 
sogenannte Divergenz des ersten Vectors, eine ebenfalls ungerichtete 
Gröfse. Die runde Klammer im Oberflächenintegral endlich bedeutet 
die in Richtung der inneren Normale fallende Componente des ersten 
Vectors, ist also ebenfalls unabhängig vom gewählten Axensystem. 
Um nun auf den Grern’schen Satz zu kommen, nehmen wir 
für den ersten Vector ebenfalls einen solchen, welcher als Ge- 
fälle einer ungerichteten Raumfunction U dargestellt werden kann, 
setzen also: 90 Ke 90 
leo . Kun? N 74 a) 
Die für L, M, N zum Bestande der Gleichung (74) nöthigen Be- 
dingungen müssen wir nun verwenden, um die Bedingungen für die 
neu eingeführte Function U zu finden. Die zweiten Differential- 
quotienten von U, das sind die 35 etc., müssen integrabel sein, 
dürfen also nicht in schädlicher Weise unendlich werden, wie das 
z. B. eintritt, wenn U das Potential einer punktförmigen Ladung ist. 
Die ersten Differentialquotienten von U, das sind die L, etc. selbst, 
müssen stetig sein. Eindeutig müssen alle Differentialquotienten 
sein. Dagegen U selbst, welches in der Gleichung gar nicht vor- 
kommt, könnte vieldeutig sein, wie die elektromagnetischen Poten- 
tiale in mehrfach zusammenhängenden Räumen. Dafs mehrfach 
zusammenhängende Räume als Integrationsbezirk bei unserem Satz 
verwendet werden dürfen, begegnet keinen Bedenken sofern in ihnen 
die nöthigen Eindeutigkeitsbedingungen erfüllt sind, das mehrfache 
Ein- und Austreten der Säulen haben wir oben besonders berücksichtigt. 
Bei der Einsetzung der Vorschriften (74a) in die Gleichung (74) 
geht die geschweifte Klammer im ersten Integral über in 
ou ar f Op ër 
SE 
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Die eckige Klammer des zweiten Integrals wird: 


U op AU 
E Ta Të 


|=- 4% 


bildet also die Larracr'sche Operation an U, deren Bedeutsamkeit 
bei Potentialfunctionen wir schon kennen. Die runde Klammer im 
Oberflächenintegral endlich muſs, da sie die Vectorcomponente in 
Richtung der inneren Normalen angiebt, übergehen in 


ET 
On 
Dies kann man leicht direct verificiren. Geht man nämlich in Rich- 


tung der Normalen von der Oberfläche in's Innere um den Weg dn, 
so verändern sich dabei die Coordinaten um de, dy, dx, und es ist 


dæ dy dr 
cos (n x) = SCH cos (ny) = Se cos (n 3) = ET 
Setzt man dies in die runde Klammer von (74) ein, und berück- 
sichtigt auch (74a), so erhält man 


_ OU f 92 4 22 4. __ (80), 
On 


Nun brauchen wir nur ein gemeinsames Minuszeichen in allen drei 
Integralen fortzulassen, und das zweite Raumintegral mit entgegen- 
gesetztem Zeichen nach rechts zu werfen, dann finden wir die 
Schlufsformel: 


GU EE, GD dE 60 Or 
III ðs ðs * y Oe 9. Jaan de 


aaf faya -ff fra Vd diy dx. 


Dieses ist der von GEORGE GREEN in seinem Essay vom Jahre 
1828 aufgestellte Satz. 

Wir sahen im Verlauf der Ableitung, dafs die beiden Func- 
tionen U und V verschiedenen Bedingungen genügen müssen, die 
sich nur zum Theil decken, nämlich soweit sie die ersten Differential- 
quotienten betreffen. Dem entsprechend kommen auch auf der 
rechten Seite der Gleichung beide Functionen in unsymmetrischer 
Weise vor. Die linke Seite dagegen ist vollkommen symmetrisch, 


(15) 
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sie ändert sich nicht bei einer Vertauschung von U und F. Man 
kann daher mit gleichem Recht auch bilden: 


DU dP „HU hi ôU Or 
III a Os / dy tor ð EE 


WURR 


wenn nur U aulser den vorher nöthigen Bedingungen auch noch 
denen genügt, welche vorher von V gefordert wurden, und V ebenso 
noch den vorigen von U. Damit also die Gleichungen (75) und (75a) 
neben einander beide gültig sind, müssen U und V nebst ihren 
ersten Differentialquotienten im ganzen Integrationsraume eindeutig, 
endlich und stetig sein, während deren zweite Differentialquotienten 
namentlich das 4 beider Functionen integrabel und eindeutig aber 
nicht nothwendig stetig sein muls. Trifft dies alles zu oder hat 
man Punkte und Flächen, in denen das nicht der Fall ist, aus dem 
Raume herausgeschnitten durch Oberflächen, welche dann mit zur 
Begrenzung gehören, so kann man in den beiden Gleichungen die 
identische linke Seite als tertium comparationis ausschalten und 
findet durch Gleichsetzung der beiden rechten Seiten: 


ei, 
[fer vA 
8 


wofür man auch in anderer Anordnung schreiben kann: 
aloe 7 9% =- [[fazavarıwar - VAU). (150) 


§ 22. Anwendungen des Green’schen Satzes auf 
die Potentialtheorie, 


(15a) 


(15b) 


Die Nutzbarkeit des Greew’schen Satzes in der Theorie der 
Kraftfelder hat ihren Grund darin, dafs man für die beiden Func- 
tionen U und V Potentialfunctionen einsetzen kann und dadurch 
Beziehungen zwischen Raum- und Oberflächenintegralen erhält, deren 
Integranden aus lauter physikalisch wichtigen Gröſsen bestehen. 
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So bedeuten die ersten Differentialquotienten, sowohl die nach z, y, %, 
welche in der linken Seite von (75) und (75a) vorkommen, wie auch 
diejenigen rechts nach der inneren Normale » der Oberfläche die 
gleichgerichteten Kraftcomponenten, und bei Kräften, welche nach 
dem Courom»’schen Gesetze wirken, weils man auch die Bedeutung 
der in den Restintegralen vorkommenden AU und AV aus den 
Differentialgleichungen von LarLace und Poısson. 

Die einfachste Gestalt nimmt dann der Satz an, wenn der 
Integrationsraum leer von den Ladungen ist, welchen die beiden 
Potentialfunctionen entspringen, wenn diese also aulserhalb liegen. 
Dann sind die 4 beider Functionen ohne Ausnahmestellen gleich 
Null, die Restintegrale fallen weg und die Gleichung (75 b) geht 
über in eine Beziehung zwischen zwei Oberflächenintegralen 


urg -an v. (76) 


Dabei sind U und V Potentiale von zwei verschiedenen, einzeln 
vorhanden gedachten Vertheilungen aufserhalb der geschlossenen 
Oberfläche. Die Formel (76) kann wegen dieser Beschränkung 
immer nur in beschränkten Raumgebieten gültig sein, da doch die 
Potentialfunctionen von irgendwo liegenden Ladungen herrühren 
müssen. Dagegen ist es möglich, dafs diese Ladungen alle in end- 
lichen Abständen von einander zusammenstehen, und zwar sowohl 
das System, welches U erzeugt, wie das andere, welches V erzeugt. 
Umschlieſst man dieses Raumgebiet durch eine Oberfläche, so ist 
der ganze äulsere Raum leer und die Gleichung (76) ist defshalb 
für ihn gültig. Da wir indessen den Grexnx’schen Satz nur für ein 
umschlossenes Integrationsgebiet abgeleitet haben, so dürfen wir 
ihn nicht ohne Weiteres auf den grenzenlosen unendlichen Auſsen- 
raum übertragen, sondern wir müssen eine äulsere Umhüllung hin- 
zudenken, und untersuchen, was aus den Ausdrücken wird, wenn 
wir diese Umhüllung weiter und weiter hinausschieben bis in un- 
endliche Entfernung. Als geeignetste Begrenzungsform wählt man 
eine Kugelfläche von sehr groſsem Radius R, deren Mittelpunkt in 
der Nühe der vorhandenen elektrischen Ladungen liegt. Man 
weils nun, dafs in allen Regionen, welche sehr weit weg von 
dem geladenen Gebiete liegen, deren Abstand r vom Mittel- 
punkt also sehr groſs ist im Vergleich zu den endlichen Ab- 
stünden der elektrischen Ladungen, dafs dort die Potential- 
functionen gegen Null streben proportional dem reciproken Werthe 
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des Abstandes, dafs man also in hinreichend grofsen Entfernungen 
setzen darf: 


A B 
U = = V= See (77) 
Die Constanten A und B bezeichnen die algebraischen Summen 
der beiden Ladungssysteme. (Sollten diese oder eine von ihnen 
etwa gleich Null sein, so verschwinden die Ausdrücke proportional 
höheren Potenzen von 1/r, dann gilt das Folgende a fortiori.) 
Die ins Innere gerichteten Normalen zeigen an der grolsen 
Kugelfläche entgegengesetzt dem wachsenden Radius, daher ist an 
diesem Theil der Begrenzung 


OU 98 4 ôv oV B 
west Eër: E Re eg 77 a) 


Ön ðr 
Die beiden in Gleichung (76), überhaupt im Gnrzw'schen Satz 
vorkommenden Oberflächenintegrale, nehmen also für Potential- 
functionen U und V, welche im Unendlichen reciprok r schwinden, 
erstreckt über eine sehr groſse Kugel den Werth an: 


Toi Tat 


Für r’ ist der dem Kugelradius entsprechende Werth R’ zu setzen, 
und die Flächenelemente ds können aus einer auf der Einheits- 
kugel gedachten Eintheilung in Elemente ds gewonnen werden in 
der Form 


Be, 


ds = Rido, 
Das Flächenintegral wird also: 


AB AB 
= NW = —— 
[fr der 41 


oder wenn man R = œ werden lälst 
ss O0. 


Damit ist bewiesen, dafs die Oberflächenintegrale in der Glei- 
chung (76) über die unendliche Begrenzung des Raumes verschwinden, 
aber — wohl zu beachten — nur wenn beide Functionen im Unend- 
lichen der Bedingungen (77) folgen. Dafs sie im ganzen Integrations- 
raume bis in unendliche Ferne der Larzaor'schen Differential- 
gleichung genügen, reicht wohl für das Verschwinden der Raum- 
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integrale im Gxeen’schen Satz aus, aber noch nicht für das 
Verschwinden dieses Oberflächenintegrales. Es giebt nämlich Func- 
tionen, welche der LarTAch'schen Gleichung überall genügen, aber 
nicht als Potentiale von endlichen Vertheilungen gedeutet werden 
können, und defshalb auch die Bedingung (77) nicht erfüllen. Dahin 
gehört z. B. der Ansatz, daſs ein Potential im ganzen Raume gleich 
einer von Null verschiedenen Constante sein soll, oder gleich einer 
linearen Function der cartesischen Raumcoordinaten. Solche Func- 
tionen kann man bei den Anwendungen des Green’schen Satzes mit 
Nutzen verwenden, aber als Potential endlicher elektrischer Ver- 
theilungen können sie immer nur in beschränkten Bezirken des 
Raumes, niemals aber im Unendlichen gedeutet werden. 

Wir werden jetzt sogleich eine solche Anwendung des GREEN'- 
schen Satzes machen, indem wir vorschreiben, die Function U solle 
im ganzen Raume den constanten Werth U = 1 besitzen, während 
V = das Potential einer elektrischen Vertheilung sei. Die Glei- 
chung (75) wird dann 0 = 0, weil alle Differentialquotienten von U 
gleich Null sind, aber (75a, b, oi geben 


ffa = . Dar dere (78) 


Diese wichtige Gleichung, welche wir hier als einen besonders 
einfachen Sonderfall des Green’schen Satzes gefunden haben, läfst 
sich auch, ohne die Kenntniſs der allgemeinen Green’schen Glei- 
chung, direkt ableiten durch partielle Integration des Raumintegrals 
über 4%, wobei im Verlauf der Umformung ganz dieselben Hülfs- 
mittel benutzt werden, welche wir bei der Ableitung des GREEN’ 
schen Satzes anwendeten. Diese Formel ist auch von Gauss ab- 
geleitet worden und unter dem Namen des Gauss’schen Satzes be- 
kannt, Wir wollen aus ihr nun Folgerungen ableiten. Wenn im 
ganzen Integrationsraume d und dessen erste Differentialquotienten 
endlich und stetig sind, so ist das Oberflächenintegral links nur 
über die äufsere Begrenzung des abgeschlossenen Raumes zu er- 
strecken. Dies wollen wir zuerst als erfüllt ansehen. Dann können 
elektrische Ladungen im Inneren nur in endlicher räumlicher Dichtig- 
keit e vorhanden sein (denn Flächenbelegungen würden die ersten 
Differentialquotienten von ꝙ unstetig machen, geladene Linien und 
Punkte würden ꝙ unendlich machen). Die Porssox’sche Differential- 
gleichung giebt Ap = Ane; dies eingesetzt, liefert: 


ug = 4 Die (18a) 
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Das Raumintegral stellt die Gesammtmenge der von der Oberfläche 
umschlossenen elektrischen Ladung dar. 

Jetzt wollen wir außer den räumlichen Ladungen e im Innern 
gewisse Flächen gegeben denken, an denen die Differentialquotienten 
von ꝙ springen, die also mit Elektrieität von endlicher Flächen- 
dichte e belegt sein müssen. Diese Flächen stören die Gültigkeits- 
bedingungen unseres Satzes und müssen herausgeschnitten werden 
dadurch, dafs man ihre beiden Fronten mit unter die Grenzen des 
Integrationsbereichs aufnimmt. Der Raum, über welchen rechts 
integrirt wird, erfährt dadurch keinen Abbruch, aber zur linken 
Seite kommt ein neuer Betrag hinzu: Das Oberflächenintegral von 
öp/Ön, über beide Seiten der Unstetigkeitsflächen. Zertheilen wir 
diese Flächen in Elemente, die wir mit ds, bezeichnen im Gegen- 
satz zu den ds der äufseren Umhüllung des Raumes, so können 
wir je zwei correspondirende Differentiale zusammenfassen. Die 
Richtungen der in’s Innere des Raumes weisenden Normalen sind 
auf ihnen entgegengesetzt; unterscheiden wir sie als n, und n,, 80 
kann man den hinzukommenden Betrag als einfaches Flächenintegral 


SE ff: Lä 2.0% [fa 6 4 ze). (18b) 


Die W brauchen nicht ee zu sein, 
können vielmehr in einem offenen Rand enden oder durch die äufsere 
Begrenzung hindurchtreten in das hier nicht betrachtete Gebiet. 
Die etwa zur Zudeckung dieser Ränder nöthig gedachten unpaarigen 
Flächenelemente üben, wie leicht ersichtlich, keinen Einfluſs auf die 
Rechnung. Die in diesem neuen Integral vorkommende Klammer 
mifst nur nach Gleichung (56 a) S. 60 für jedes ds, den dort herr- 
schenden Betrag von —4e, der Beitrag zur linken Seite von (78a) 


ist daher 
= = 4a ſ dene. 


Lassen wir nun dem in Gleichung (78a) links stehenden Integral 
seine frühere Bedeutung, dafs es nur über die äufsere Umhüllung, 
nicht aber auch über den Schutzmantel der inneren schädlichen 
Flächen erstreckt wird, so müssen wir den vorstehenden Betrag 


links zufügen, oder mit entgegengesetztem Vorzeichen rechts zufügen. 
Defshalb geht (78a) über in 


d 4 f f a ara a 4a ſ aue. (180) 
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Der neu hinzugetretene Betrag der rechten Seite milst bis auf den 
Factor 4x die Gesammtmenge der in Flächenladungen vorhandenen 
Elektricitäten, welche von der Oberfläche umgrenzt werden, über 
welche die linke Seite integrirt ist. 

Schliefslich wollen wir auch noch ein System von punktförmigen 
Ladungen in den Integrationsraum hineinsetzen. Das Potential 


dieser allein ist, wie früher ausgeführt, gleich St, bezeichnen 
as a 


wir also jetzt den übrigen Theil des Potentials, welcher von den 
Raumdichtigkeiten e und den Flächendichtigkeiten e herrührt, und 
für welchen (78c) gilt, mit o", so ist e gesammte Potential zu setzen: 


ea 


Ya 


Gegh 


22 
Wollen wir auf dieses die Gleichung (78) anwenden, so müssen wir 
aufser den Flächen, in denen die Differentialquotienten von p 
springen, auch noch alle die Punkte herausschneiden, in denen o 
unendlich wird. Wir legen um jede Punktladung e, eine kleine 
Kugel vom Radius o, und müssen das Oberflächenintegral links 
nun auch über diese Kugelflächen erstrecken; die in’s Innere des 
Integrationsraumes gerichtete Normale zeigt aus den Kugeln heraus, 
liegt also in der Richtung des wachsenden Radius rą. Nun sieht 
man ohne Weiteres, dafs die Beiträge aller Summanden von g, 
welche an der Stelle einer kleinen Kugel endlich bleiben, mit ver- 
schwindendem Radius o ebenfalls verschwinden. Das trifft in jedem 
Falle bei o zu, selbst, wenn ein Kugelcentrum auf einer Unstetig- 
keitsfläche liegt; ferner trifft es zu bei allen bis auf einen der 
Summanden a. Das Raumintegral wird bei verschwindendem o 
nicht verändert, da die herausgeschnittenen Kugelräume ver- 
schwindend werden. Will man also den Beitrag finden, den die 
Oberfläche einer bestimmten der Kugeln a= p liefert, so braucht 


man statt des ganzen p nur das Glied A zu berücksichtigen. 
p 


Es ist a S 
% RER EE) 
On, (2) — Gr, 650 pi oi y 
An der Kugeloberfläche ist ja überall r, = . Die Flächen- 
elemente ds drücken wir durch diejenigen dø der Einheitskugel aus 
ds = Od. Dann ist 


je = [füo- e( 62 Gi Ae, 
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der Beitrag behält also bei verschwindendem ọ einen festen Werth, 
und ebenso die Beiträge der anderen Kugeln. Im Ganzen kommt 
also durch das Hinzutreten der Punktladungen zu dem Integral 
über die äufsere Begrenzung, welches in Gleichung (78c) links steht, 
hinzu die Summe 
n 
4n Dt 


oder wenn wir diese mit umgekehrtem Vorzeichen nach rechts 
werfen, geht die Gleichung (78c) über in die folgende 


abr = an . ane dn f faset inde (18d) 


In allen Fällen also bestätigt sich das Gesetz, dafs das ge- 

schlossene Oberflächenintegral von 72 gleich ist 4% mal der Ge- 
H 

sammtmenge der ‚von der Oberfläche umschlossenen Elektricität, 
gleichgültig, ob diese in räumlicher Vertheilung oder als Flächen- 
belegung oder endlich als Punktladung verhanden ist. Auch die 
Configuration der ‚Ladungen ist gleichgültig, es wird unterschiedslos 
die Menge summirt, welche im Innern enthalten ist. Elektrische 
Ladungen aufserhalb des eingeschlossenen Raumes haben offenbar 
keinen Einflufs auf den Werth, obwohl doch der allgemeine Verlauf 


von p und damit auch von 82 durch solche mitbestimmt wird. 
D D i 

, Eine von der Existenz der Potentialfunction unabhängige Ab- 

leitung und Gestalt des in Gleichung (78) gegebenen Gauss’schen 

Satzes gewinnt man bereits direkt aus Gleichung (74), indem man 


dort 7 71 setzt und L, M, N mit den Componenten des elektrischen 
Feldes identificirt. Man findet dann: 


-f fucs- ff fE 32432) dxdydz, (186) 


aus welcher sich, analog den zu Gleichung (18d) führenden Be- 


E Hülfe der Ausdrücke (69c und d am Schlufs des 


- ffic, g aw [frrönopanran] fuse ind. (18f) 
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§ 23. Folgerungen für das Potential in leeren Räumen. 


Aus dem soeben bewiesenen Satze folgt, dafs in ladungfreien 
Gebieten eines elektrischen Feldes für jede geschlossene Oberfläche 
das Integral über öp/ön, verschwinden muſs: 


SCH 
Jad o. (79) 


Die hinreichende Bedingung für diese Eigenschaft des Potentials ist also 
die ausnahmelose Gültigkeit der Larzacr'schen Differentialgleichung 
in dem umschlossenen Raume. Nun läfst sich zeigen, dafs auch 
umgekehrt aus unserem Integralsatz (79) die Larzacr’sche Differential- 
gleichung als nothwendige Folgerung heraustritt. Wir brauchen als 
Raumgebiet nur ein Volumelement mit den Kanten da, dy, dx zu 
wählen. Die Oberfläche besteht dann aus sechs rechteckigen Ele- 
menten. Zwei davon stehen senkrecht auf der à-Richtung und haben 
die Fläche ds = dy d. Auf der einen ist Si =+ 355 auf der 
gegenüberliegenden ist erstens das entgegengesetzte Vorzeichen dafür 
zu nehmen, zweitens aber kommt auch noch die differentiale 
Aenderung des Werthes hinzu, welche durch den Abstand dæ von 
der vorigen Fläche bedingt wird. Dieser Zuwachs ist 


ð 4% Gi 
dx z’ 


ð ð 
dy dz 4 dy dx Ka Mag 


Analog liefern die beiden Flächen senkrecht auf y den Beitrag 
62 
da dæ 575 d 
und die beiden letzten senkrecht auf à den Beitrag: 


2 
= — dædy dr. 
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Die ganze sechsgliedrige Summe, welche zufolge unserem Satze ver- 
schwinden muls, wird also 
„(9 p Ge 
re ar (cg + 5% +ga) 0, 
das fordert aber 4% = 0. 


Der Satz (79) und die Larzaor'sche Differentialgleichung zeigen 
sich als zwei nur dem Ausdruck nach verschiedene Darstellungen 
derselben Eigenschaft der Potentialfunction . Während aber 4% 
ursprünglich auf ein cartesisches Coordinatensystem bezogen erscheint, 
ist das Flächenintegral von jeder solchen Beschränkung frei. Dies 
ist von Wichtigkeit, weil man dadurch in den Stand gesetzt ist, die 
Laruace'sche Gleichung direct in anderen Coordinatensystemen auf- 
zusuchen, während die Transformation der zweiten Differential- 
quotienten mitunter weniger einfach auszuführen ist. Man braucht 
nur ein parallel epipedisches Volumelement zu nehmen, dessen 
Kanten den Differentialen der einzelnen Coordinaten entsprechen, 
und auf dessen Oberfläche den Satz (79) anzuwenden. 

Eine directe Folgerung unseres Satzes ist diese: Eine Function, 
welche der LArLAchschen Differentialgleichung genügt, kann in deren 
Gültigkeitsbereich weder Maximum noch Minimum haben. Würde 
nämlich an einer Stelle ein Maximum von ꝙy bestehen, so mülste 
von dort aus p nach allen Richtungen des Raumes hin abfallen. 
Umgiebt man den Gipfelpunkt mit einer kleinen geschlossenen Fläche, 
so mülste an dieser überall öp/ön, > 0 sein. Das Integral würde 
aus lauter positiven Summanden bestehen, könnte daher nicht den 
Werth Null besitzen. Ebenso ist die Möglichkeit eines Minimums 
ad absurdum zu führen. Das Vorkommen eines Sattelwerthes wird 
indessen nicht ausgeschlossen. Solche Stellen können sich auch 
thatsächlich im leeren Felde ausbilden; z. B. besitzt das von zwei 
gleichen Punktladungen erzeugte Feld im Mittelpunkt der Verbin- 
dungslinie einen Sattelwerth des Potentials. 

Der Gauss’sche Satz ermöglicht es uns nun, den inneren Zu- 
sammenhang der unabhängig von einander bewiesenen Gleichungen 
(69c) und (69d) aufzudecken. Flächenladung ist der Grenzfall sehr 
dichter Raumladung, durch einen Grenzprocels muſs also die zweite 
aus der ersten hervorgehen. 

Wir können auf Gleichung (78e) eine neue Definition der 
Divergenz or + or + z gründen, wenn man sie auf ein Volum- 

Or y 6 £ 
element dæ dy d bezieht. Man findet 
H. v. HermnoLrz, Theoret, Physik, Bd. IV. 7 
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E E Ee (19a) 
ôs ` ðy O2 d dydæ 


das Flächenintegral mufs über die ganze Oberfläche von dæ dy d 
erstreckt werden. Nun wählen wir das Coordinatensystem so, dafs 
an der zu untersuchenden Stelle einer Unstetigkeitsfläche die 
æ-Richtung senkrecht zu dieser wird, und das Volumelement dr du da 
so, dals es von ihr halbirt wird. Ist es mit der Raumdichte & 


geladen, so ist 
RER pA e 
* CAT Zeg dx dy da 


Nun lassen wir dæ immer kleiner werden. Es reducirt sich dann 
ffas E, auf den Ausdruck 
dy dz (X, — AA 
XI — X, = Anede 


sodals 


wird. Läfst man gleichzeitig é so wachsen, dafs sdz dem Grenz- 
werth e zustrebt, so folgt die Gleichung 


X, X, = Axe, 
welche, abgesehen von der speciellen Lage des Coordinatensystems, 
mit (69 d) identisch ist. 

Man kann denselben Gedanken auch so formuliren. An einer 
Unstetigkeitsfläche wird die Divergenz 


unendlich grofs. Da dies stören würde, zieht man vor, in (79 a) nicht 
durch das Volumelement, sondern nur durch das Flächenelement 
d ds zu dividiren. Der Ausdruck 


stellt dann freilich nicht mehr die räumliche, sondern die sog. 
Flächendivergenz dar. Bei anderer Lage des Coordinatensystems 
nimmt diese den Werth E, + E, an. Der Inhalt der Gleichungen 
(69c) und (69d) läfst sich also in die Aussage zusammenfassen: Die 
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Divergenz der elektrischen Feldstärke ist das 4u- fache der Dichte — 
wobei räumliche Divergenz und Raumdichte, Flächendivergenz und 
Flächendichte zusammengehören. 


S 24. Kraftröhren und Kraftfäden. 


Wir fahren fort in der Betrachtung der für ladungfreie Räume 
gültigen Formel (79). Unter allen den mannigfaltigen Raumgebilden, 
über deren Begrenzungen man dieses Integral mit Nutzen zu er- 
strecken pflegt, spielen die sogenannten Kraftröhren eine wichtige 
Rolle für die Anschauung der Felder. Die Kraftlinien haben wir 
bereits früher in $ 20 kennen gelernt und auch allgemeine Regeln 
über ihren Verlauf in Potentialfeldern gefunden, Regeln, welche sich 
hier sinngemäls übertragen lassen werden. Zunächst bilden wir uns 
den Begriff dieser Gebilde. Wir denken uns im leeren Raume ein 
abgegrenztes Flächenstück (etwa auf einer Aequipotentialfläche, doch 
ist das nicht nothwendig) und richten unsere Aufmerksamkeit auf 
die durch sämmtliche Punkte der Randcurve laufenden Kraftlinien, 
Das Continuum aller dieser Linien umhüllt wegen ihres charakte- 
ristischen Verlaufs ein röhrenförmiges Raumgebilde, welches wir eine 
Kraftröhre nennen. Im Inneren des dadurch geformten Kanals ver- 
läuft ein Strang von Kraftlinien; diese können weder durch die 
Wandung austreten noch eintreten, denn Kraftlinien schneiden sich 
nicht; sie verlaufen um so ähnlicher, je näher sie benachbart liegen. 
Sie können in elektrostatischen Feldern auch nicht spiralig gedrillt 
verlaufen, wie etwa die Fasern im Garn, denn sie sind die ortho- 
gonalen Trajectorien einer Niveauflächenschaar. Ringförmig ge- 
schlossene Kraftröhren können nur in den mehrfach zusammen- 
hängenden elektromagnetischen Potentialfeldern vorkommen. Hierfür 
wie für die Erscheinungen bei Doppelschichten gelten dieselben Be- 
trachtungen, wie für die erzeugenden Kraftlinien. 

Nun schneiden wir durch zwei beliebige Endflächen ein Stück 
einer solchen Kraftröhre heraus und wenden auf dessen Oberfläche 
unseren Satz an. 

Die zur Röhrenwandung gehörigen Flächenelemente liefern keinen 
Beitrag zu dem Integrale, weil auf jedem einzelnen 6% n, = 0 ist. 
Nämlich öp/ön mifst die in Richtung der Normale fallende Com- 
ponente der elektrischen Kraft; da aber die Kraftresultante dort 
tangential verläuft, so ist die darauf senkrechte Componente = 0. 
Es bleiben nur die Beiträge der beiden Endilächen übrig und der 


Satz nimmt die Form an: 
q9 
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IO 


Die Indices 1 und 2 sollen bedeuten, dafs sich die beiden Theil- 
integrale nur über die mit 1 und 2 numerirten offenen Schnitt- 
flächen der Röhre erstrecken sollen. Wechseln wir nun an einer 
der beiden Flächen die Richtung der Normalen, so dafs diese nun 
aus dem Röhrenabschnitt hinauszeigt, so kehrt sich das Vorzeichen 
des zugehörigen Integrales um. Dieser Normalenwechsel hat den 
Zweck auf beiden Schnittflächen die gleiche Beziehung zwischen 
Kraft und Normale herzustellen. Wir wollen jetzt diejenige Normalen- 
richtung auf beiden Schnittflächen annehmen, welche einen spitzen 
Winkel mit der Kraftrichtung bildet. (Stellenweise Ausnahme nur, 
wenn die Schnittfläche Falten aufweist.) Diese Richtung bezeichnen 
wir jetzt mit n ohne Index. Die Gleichung (80) geht dann über in 


IA) e 


Da die Flächen 1 und 2 ganz beliebig geführt sind, so folgt hieraus, 
dals für jede Schnittfläche, wo und wie man sie auch durch die- 
selbe Kraftröhre legt, das vorstehende Integral den gleichen Werth 


besitzt: 
ffel- 520 —8. (80b) 


Nach unserer Festsetzung über die Normale ist | — 93 positiv, 


also S desgleichen. Wir nennen diese Constante die „Stärke der 
Kraftröhre“. Man kann sie auch ohne Einführung der Potential- 


function ꝙ ausdrücken, indem man die resultirende Kraft E benutzt 
und setzt: 


d 
= 7. = Œ cos (u, E). 
Dann ist 


S = do & os h ©. (806) 


Dieser Ausdruck ist insofern umfassender, als die Voraus- 
setzungen aus denen er abgeleitet wurde, weil in ihm E nicht noth- 
wendig Gefälle einer Potentialfunction sein mufs. Doch mufs dann 
an Stelle der LarLach'schen Differentialgleichung eine andere Aus- 
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drucksform dafür eintreten, dafs der Raum frei von Ladung ist: 
Die allgemeinste Bedingung dafür ist nach $ 20 die Gleichung 


OHM, BZ 
DE et 
Den einfachsten Ausdruck nehmen die vorstehenden Gleichungen 
für S an, wenn man die Querschnitte überall normal auf den Kraft- 


linien wählt, d. h. als Ausschnitte von Aequipotentialflächen. Dann 


wird direct — SE = €; die Flächenelemente in diesen Querschnitten 
seien dg, wir erhalten dann 


S= ad-. (804) 


Man kann eine Kraftröhre immer zerlegen in ein Bündel 
dünnerer Kraftröhren, deren Stärken sich summiren zur Stärke der 
ganzen Röhre. So gelangt man zur Vorstellung von Kraftröhren, 
welche so dünn sind, dafs erstens deren normale Querschnitte q als 
eben gelten dürfen, und dafs zweitens die Intensität E der Kraft 
über den ganzen Querschnitt als gleich grols angenommen werden 
kann. Solche Elementar-Röhren wollen wir Kraftfäden nennen. 
Die beiden Bedingungen, die wir an sie stellen, werden gemeinhin 
vom gleichen Grad der Dünnigkeit an zugleich erfüllt, doch giebt 
es besondere Fälle, in denen die eine Bedingung viel weitere Grenzen 
zuläfst als die andere. Bilden z. B. die Niveauflächen concentrische 
Kugelschalen, so ist E über beliebig grofse, gekrümmte Theile jeder 
Kugelfläche constant. Sind andererseits die Kraftlinien so stark ge- 
krümmt, dafs die Krümmungskreise von gleicher Gröfsenordnung 
werden mit Röhren-Querschnitten, welche bereits als eben gelten 
dürfen, so hat die Kraft an verschiedenen Stellen noch merklich 
verschiedene Werthe. Bei parallelen und ebenen Niveauflächen 
endlich sind beide Bedingungen in unbeschränkter Ausdehnung 
erfüllt, an solchen Stellen können Kraftfäden beliebig dick werden. 
Im Allgemeinen werden wir aber annehmen müssen, dafs die Quer- 
schnitte o kleine Flächen sind. Die Stärke eines Kraftfadens wird 
delshalb trotz der endlichen Kraft einen kleinen Werth haben, den 
wir mit ðS bezeichnen wollen. Die Gleichung (80d) geht für einen 
Kraftfaden in die einfachere über: 


9· E= s. 81 
In einem Kraftfaden ist das Product aus Kraft und Querschnitt 


constant, oder die Kraft an verschiedenen Stellen des Fadens ist 
dem Querschnitt umgekehrt proportional. 
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Man kann sich den ganzen leeren Raum eines elektrischen 
Feldes zerlegt denken in Kraftfäden von der gleichen Stärke ðS 
und gewinnt dadurch eine sehr anschauliche Darstellung der Ver- 
theilung der Kraft. Die Richtung ist überall aus dem Lauf der 
Fäden direct erkennbar und die Intensität ist nun nicht nur längs 
eines und desselben Fadens, sondern überall reciprok dem an der- 
selben Stelle befindlichen Querschnitt q. Kennt man das absolute 
Maals der gewählten Stärke ðS, so kann man aus der Gröſse des 
Querschnittes die Kraftintensität im absoluten Maalse finden nach 
der Formel 


g 
m 81 
E 7 (81a) 


Wir hatten früher ein anderes Anschauungsmittel gefunden, 
welches dieselben Dienste leistete. Wir legten durch das Feld eine 
Schaar von Aequipotentialflächen, bei denen der Werth von p zwischen 
allen Nachbarflächen die gleiche Differenz A zeigte. Dann gab 
der Normalabstand h zweier Nachbarflächen die Richtung der Kraft, 
und die Länge h war im ganzen Felde reciprok der Kraft nach der 
Gleichung: 


Pl} (81b) 


Bei dieser Vorstellung erhielt der Feldraum gewissermaafsen eine 
blättrige Structur, während die neugefundene Vorstellung der Kraft- 
füden ihn von faseriger Structur erscheinen läfst. Beide Structuren 
stehen senkrecht auf einander. 

Stellen wir uns einmal beide Anschauungen zugleich vor, so 
wird der Raum in lauter kleine prismatische Zellen zerschnitten, 
deren Volumina gleich 3. % sind und an Gröſse je nach q und h von 
Ort zu Ort wechseln. Aus Gleichungen (81a) und (81b) folgt durch 
Multiplication 
Sp 


2 = 
E St 


(810) 


Hierin liegt wegen des festen Zählers der rechten Seite der Satz, 
dals das Quadrat der elektrischen Kraft überall reciprok dem Vo- 
lumen der prismatischen Zellen ist. Dieser Satz ist insofern be- 
deutungsvoll, als die elektrische Energie, welche nach der MAXWELL- 
schen Theorie im Felde ihren Sitz hat, in ihrer räumlichen Dichtig- 
keit dem Quadrate der elektrischen Kraft proportional ist (mit dem 
Factor 1/8), dafs also die gedachten Zellen Raumelemente von 
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gleichem Inhalt an elektrischer Energie liefern. Der absolute Be- 
trag dieses Energieinhalts ist: 


dE = 


ÒS- du 

975 81d) 
und den Energieinhalt gröfserer Bäume würde man durch Abzählen 
der ihn füllenden Zellen finden. 


Die beiden Anschauungsmittel: Niveauschalen und Kraftfüden 
finden also im leeren Potentialfelde ein gemeinschaftliches Ver- 
wendungsgebiet und leisten dort gleich gute Dienste. Indessen 
reichen beide nach verschiedenen Seiten Über dieses gemeinsame 
Gebiet hinaus. Die Vorstellung von den Kraftfüden von constanter 
Stärke erfordert nicht die Existenz eines Potentials, und kann dels- 
halb auch in Wirbelfeldern verwendet werden, sofern diese nur frei 
von Ladungen sind. Die Niveauschalen von constanter Potential- 
differenz andererseits erfordern nicht einen ladungsfreien Raum, man 
kann sie, wie wir schon früher betrachteten, auch durch geladene 
Gebiete verfolgen, wenn nur ein Potential existirt. Man kann zwar 
Kraftlinien sehr wohl in beladenes Gebiet hinein verfolgen, ja bei 
ausschliefslich räumlichen Dichtigkeiten bleiben sie sogar durch das 
ganze geladene Gebiet hindurch stetig. Man kann defshalb dort 
auch Kraftfäden und Kraftröhren nach derselben Vorschrift bilden; 
aber das Product E-9 ist dann nicht constant, weil das geschlossene 
Oberflächenintegral der Normalcomponente der Kraft dort nicht 
gleich Null ist. Läuft eine Kraftröhre durch positiv geladenes Ge- 
biet, so nimmt ihre Stärke dabei zu und zwar zwischen zwei Schnitt- 
flächen um so viel, als die zwischen ihnen eingeschlossene Ladung 
nach Multiplication mit An betrügt. Durchläuft die Kraftröhre 
negativ geladenes Gebiet, so nimmt ihre Stärke um entsprechende 
Beträge ab. Diese Abnahme kann so weit gehen, dats die Stärke 
unter Null zu negativen Werthen sinkt, d. h. dafs die Kraft in der 
Röhre ihre Richtung umkehrt, so dafs man nicht eigentlich von 
einem Fortlaufen der Röhre sprechen kann. Durchsetzt eine Röhre 
eine positiv geladene Fläche, so tritt der Zuwachs ihrer Stärke 
sprungweise ein und betrügt 4% mal die in die Röhre hineinfallende 
Flächenbelegung. Um einen geladenen Punkt herum drängen sich 
Kraftröhren bis zu verschwindendem Querschnitt zusammen, die 
Intensität der Kraft wird dafür unendlich. Indessen ist, wie schon 
öfters erwähnt, eine punktförmige Ladung nur eine mathematische 
Fiction. Man mufs immer einen, wenn auch kleinen, Raum um einen 
solchen Punkt herum von der Betrachtung ausschliefsen, von dessen 
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innerer Beschaffenheit man nichts weils aufser dem Quantum der 
darin enthaltenen Elektricität. 

Da nun die Kraftröhren und -füden ihre Bedeutung verlieren, 
sobald ihre Stärke nicht mehr constant ist, so schliefst man zweck- 
mälsig alle geladenen Gebilde: Raumgebiete, Flächen, Linien und 
Punkte von der Zerlegung in Kraftfäden aus und kann dann all- 
gemein aussagen: Aus Gebilden mit überwiegend positiven Ladungen 
entspringen Kraftfüden, d. h. es treten durch eine bereits im leeren 
Raume liegende Umhüllungsfläche eines solchen Gebildes mehr 
Kraftfüden heraus als hinein. In Gebilden mit überwiegend negativen 
Ladungen aber münden Kraftfäden, d. h. es laufen mehr hinein, als 
herauskommen. Im leeren Raume kann ein Kraftfaden nirgends 
Anfang oder Ende haben. Man kann defshalb bestimmt wissen, dafs 
Kraftfüden von positiven Ladungen aus entweder nach negativen 
Ladungen laufen oder sich im Unendlichen verlieren, auch können 
sie, aus dem Unendlichen kommend, in negativen Gebieten enden. 
(Nicht unter diese Regel passen die ringförmig geschlossenen Kraft- 
füden in elektromagnetischen Feldern, man könnte sie höchstens da- 
durch mit hineinziehen, dafs man diese Felder vermittelst einer 
fingirten Doppelschicht als statische Felder auffafst. Dann ent- 
springen die Fäden auf der positiven Belegung und münden auf der 
negativen, sind also nicht mehr geschlossen.) 

Hat man die gemeinschaftliche Stärke S aller Kraftfäden im 
leeren Felde festgesetzt, so kann man auch eine einfache Maafs- 
beziehung zwischen einer Elektricitätsmenge und der Zahl der von ihr 
ausgehenden Kraftfüden angeben. Dazu dient uns die Gleichung (78d). 
Bezeichnen wir die von der geschlossenen Oberfläche umhüllte 
Gesammtladung, ohne Unterschied, in welcher Art der Vertheilung 
sie vorhanden ist, mit e, so heilst jener Satz: 


77 91. = Jare, 


Als Oberflächenelemente ds können wir die Schnitte der austreten- 
den und eintretenden Kraftfüden benützen; dann ist jedes Differential 
von dem Werthe + S und das ganze Flächenintegral erscheint in 
der Form V. 0 S. Dabei ist N der Ueberschufs in der Anzahl der 
positiven Differentiale über die negativen. Diese Zahl kann positiv 
oder negativ ausfallen, man darf sie als ganze Zahl ansehen, wenn 
öS so klein ist, dafs es auf Bruchtheile davon nicht mehr ankommt. 
Nunmehr lautet die vorstehende Gleichung 


V-. S = Axe 
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oder 
4e 
N= EES? 
Die Anzahl N der von der Elektrieitätsmenge +e ausgehenden 
Kraftfäden von der Stärke AS ist durch die vorstehende Formel an- 
gegeben, und eben so grols ist die Anzahl der Kraftfüden, welche in 
einer negativen Elektricitütsmenge — e ihr Ende finden. 

Die Fadenstärke A8 ist ihrer Dimension nach einer Elek- 
trieitätsmenge gleich, und wird defshalb nach demselben absoluten 
Maals gemessen. Nun sahen wir früher, dafs im elektrostatischen 
C. G. S.-System die Einheit der Ladung ein sehr unbedeutendes 
Quantum repräsentirt, so dafs Ladungen e mit gut wahrnehmbaren 
sinnlichen Wirkungen immer durch sehr grofse Maafszahlen be- 
zeichnet sind. Defshalb führt die Annahme ðS = 1 fast immer zu 
hinreichend schwachen Kraftfäden, für welche alle Vereinfachungen 
des Unendlich-Kleinen unbedenklich erfüllt sind. Für solche Ein- 
heitsfüden gilt dann die Formel 


N=4ne. (82 a) 


Die elektrische Ladung + e sendet Aar Einheitsfüden aus. Man 
kann auch sagen: Von jeder Einheit positiver Elektrieität gehen 4 
Einheitsfäden aus, in jeder negativen Elektricitätseinheit enden 4% 
Einheitsfüden. Man findet diese metrische Beziehung oft so aus- 
gesprochen, dals an Stelle des Wortes „Einheitsfüden“ kurz „Kraft- 
linien“ gesetzt wird. Dann kann man aber unter Kraftlinien nicht 
den von uns eingeführten allgemeinen Begriff verstehen, weil dabei 
von einer bestimmten Anzahl nicht die Rede sein kann, sondern 
man mufs sich vorstellen, dafs jede Einheitsröhre oder jeder Ein- 
heitsfaden eine ausgesuchte Kraftlinie, gewissermaalsen eine Seele in 
sich schliefst, welche dann als Vertreter des ganzen Fadens gesetzt 
wird, und in diesem besonderen Sinn eine Kraftlinie genannt wird. 
In dieser Bedeutung ist die Bezeichnung „Zahl der Kraftlinien“ bei 
Fanabax, MAxwELL und Anderen zu verstehen. 


S 25. Der Green’sche Satz Über zwei einander gleiche 
Functionen erstreckt. 


Der Green’sche Satz handelt von zwei Raumfunctionen, die wir 
U und V nannten. Wir haben aus ihm einen specielleren Satz über 
nur eine Raumfunction hergeleitet, indem wir die andere Function 
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als Constante (= 1) festsetzten. Man kann noch einen anderen Satz 
ebenfalls über nur eine Function aus dem allgemeinen Grrex’schen 
Satz herauslesen, indem man nämlich die beiden Functionen identi- 
fieirt. Das wollen wir jetzt thun, und zwar sogleich annehmen, die 
Function sei das Potential o irgend einer elektrischen Vertheilung. 
Wir setzen in Gleichung (75) oder (75a) 


U= He 9 
und finden: 


DESS an 
E ID St 4a ar ar 


Von dieser Gleichung wollen wir nun einige Anwendungen machen. 


1. Das Potential o rühre her von einer nur im endlichen Raume 
begrenzten Elektricitütsvertheilung, die wir uns der Einfachheit wegen 
zunächst nur in räumlicher Dichtigkeit s vorhanden denken. Das 
Integrationsgebiet sei der ganze unendliche Raum, seine Begrenzung 
also eine unendlich ferne Kugelflüche. Dann wird, wie wir schon 
im Gefolge der Gleichungen (77) nachgewiesen haben, das Ober- 
flächenintegral rechts gleich Null. Im Raumintegral rechts ist nach 
der Poıssox’schen Differentialgleichung Ay = 4 zu setzen. 
Wir erhalten also die Relation 


MEERA 
S saf | ſ ereus an ae, 


Der Form nach sind beide Raumintegrale über den ganzen Raum 
erstreckt, dem Inhalt nach aber liefert das rechtsstehende nur dort 
Beiträge, wo die Dichtigkeit e von Null verschieden ist, also in einem 
beschränkten Gebiet, während das links stehende Integral auch im 
leeren Raume bis in grofse Entfernungen hinein Beiträge empfängt. 
Wie man leicht sieht, ist der Integrandus der linken Seite nichts 
anderes, als das Quadrat der elektrischen Kraft = El. Das ganze 
Integral links stellt also nach Division durch 8” den im vorigen 
Paragraphen bereits herangezogenen Maxweur’schen Ausdruck für 
die gesammte elektrische Energie des Feldes dar: 


(83) 


(84) 
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az // J car dn 4. tf ff prsanavar. (84a) 


Wir können das leicht in Verbindung bringen mit unserem früher 
gegebenen Ausdruck der potentiellen Energie eines Ladungssystems. 


Nämlich das Potential p selbst kann als Raumintegral dargestellt 
werden über alle Volumelemente da- dy dx, in welchen Dichtigkeit e 


existirt 
ed d D P 


Dabei ist r der Abstand des Elementes dr dydx von dem Element 
dæ dy del, Ob man dabei die Stelle r = 0 ausschliefst oder nicht, 
macht nichts aus. Die vorstehende Gleichung geht nun über in 


(Teubner lad. (84 b) 


Die rechte Seite deckt sich jetzt mit dem Ausdruck Gleichung (17) 
für die potentielle Energie, nur hatten wir damals eine Doppel- 
summe über diskrete Punktladungen, hier ein doppeltes Raumintegral 
über continuirliche Raumladungen. 

Dieser interessante Inhalt der Gleichung (83) verändert sich 
nicht wesentlich, wenn wir auch noch geladene Flächen im end- 
lichen Raume dazu nehmen, an denen die Differentialquotienten von 
p springen. Dann ist das Oberflächenintegral rechts zwar über die 
unendlich ferne Kugel gleich Null; es kommen aber dazu die beiden 
Seiten der Unstetigkeitsflächen und liefern, ganz ähnlich wie wir 
früher schon einmal sahen, Beiträge von der Form 


=- [fan (98 4 38) 47 de p'e. 


In jedem Falle setzt sich die rechte Seite zusammen aus allen 
Ladungen, jede multiplicirt mit dem Potentialwerth, der an ihrem 
Orte herrscht, gleichviel, ob es Raum- oder Flächenladungen sind. 
Es liefse sich auch zeigen, dafs für Punktladungen das Nämliche 
gilt. Man würde dazu nach bekannter Methode die Punkte durch 
Kugeln herausschneiden und die Oberflächenintegrale über diese 
Kugeln für verschwindenden Radius berechnen. Dann kommt zur 
rechten Seite hinzu 

4 * >> a Ca: 
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Hieraus geht hervor, dafs die gesammte Energie des elektro- 
statischen Feldes stets positiv ist, worauf wir schon in 8 9 hin- 
wiesen. 

2. Die zweite Anwendung der Gleichung (83) soll sich auf ein 
durchaus ladungsfreies Raumgebiet beschränken, in welchem also p 
sicherlich endlich und stetig verläuft und ohne Ausnahmepunkte der 
Larraor’schen Differentialgleichung 4% genügt. Dann verschwindet 
das Raumintegral auf der rechten Seite und das Oberflüchenintegral 
erstreckt sich nur über die eigentliche Begrenzung, nicht etwa noch 
über innere Unstetigkeitsflächen. Ferner wollen wir die ganz be- 
sondere Voraussetzung machen, dafs das Potential auf der ganzen 
Begrenzungsfläche einen constanten Werth d besitze, welchen wir 
als gemeinsamen Factor vor das Integral setzen dürfen, so dafs 
unsere Gleichung nun lautet: 


Ge U [ög\’ E 1 ff Op 
ie? * (32) + 57 d dj da = — u (85) 
Von dem nun noch übrig gebliebenen geschlossenen Flächen- 


integral wissen wir aber nach Gleichung (78), dafs es ebenfalls 
gleich Null sein mufs. Unsere Voraussetzungen fordern also: 


SS + 70 + % azavar = 0. (85a) 


Wegen des quadratischen Integrandus ist es nun unmöglich, 
dafs der vorstehende Ausdruck etwa durch gegenseitige Vernichtung 
positiver und negativer Bestandtheile schliefslich in Summa Null 
geben sollte; es ist dadurch bestimmt ausgesagt, dals an jeder Stelle 
im ganzen Gebiet bis an die Begrenzung heran 


sein muls. Das Potential besitzt nirgends ein Gefälle, mufs also 
den constanten Werth g, welcher an der Oberfläche herrscht, auch 
im ganzen Innenraum wahren. Eine elektrische Kraft existirt daher 
in dem Gebiete nicht. 

Die Voraussetzungen dieser mathematischen Schlüsse lassen sich 
experimentell verwirklichen. Wir nehmen eine Kenntnifs vorweg, 
die wir später ausführlicher begründen werden, dafs nämlich in 
Leitern der Elektrieität, z. B. in metallischen Körpern, im Zustand 
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elektrostatischen Gleichgewichts überall constantes Potential herrscht, 
so weit dieselben leitend mit einander verbunden sind. Von der 
Möglichkeit, dafs an der Berührungsfläche heterogener Metalle oder 
anderer Leiter Potentialsprünge (Doppelschichten) vorkommen, brau- 
chen wir hier nicht Notiz zu nehmen, weil diese bei elektrostatischen 
Problemen gar keine Rolle spielen. Der Versuch ist nun folgender: 
Man stellt einen beliebigen, elektrisch geladenen Körper „isolirt“ auf, 
so dafs dessen Ladung nicht entweichen kann. Die davon aus- 
gehende elektrische Kraft kann man im leeren Raume des Experi- 
mentirzimmers bis in weite Entfernungen nachweisen. Dann um- 
giebt man den Körper mit einer geschlossenen metallischen Hülle, 
welche ihn aber nicht leitend berühren soll. Die Wände des 
Zimmers, aus welchem alle sonstigen elektrischen Ladungen entfernt 
werden müssen, denken wir uns ebenfalls leitend, etwa mit Blech 
ausgekleidet, und verbinden sie mit der Hülle durch einen Metall- 
draht. Der Raum dieses Zimmers erfüllt dann alle Bedingungen, 
welche wir in der Theorie vorausgesetzt haben. Seine Begrenzung 
setzt sich zusammen aus der Aufsenseite der Metallhülle, den 
metallischen Wänden und der Oberfläche des beide verbindenden 
Drahtes, also aus lauter zusammenhängenden Leitern, in denen das 
Potential einen überall gleichen Werth annehmen mufs. Aufserdem 
ist der Raum frei von Ladungen, denn das Innere der Hülle gehört 
nicht mit zu unserem abgeschlossenen Integrationsgebiet. Der 
Theorie nach herrscht also keine elektrische Kraft im Raume, und 
diese Folgerung wird durch die Erfahrung vollkommen bestätigt: 
Selbst mit den empfindlichsten Elektrometern kann man keine Spur 
von einer Potentialdifferenz, d. h. von elektrischer Kraft im Raume 
nachweisen, mag die eingekapselte Ladung noch so stark sein und 
der Abstand von der Hülle noch so klein. 

Diese Bestätigung ist ein Beweis dafür, dafs unter allen Ab- 
stolsungs- und Anziehungsgesetzen das Couroun'sche das einzig mög- 
liche ist, Es läfst sich nämlich zeigen, dafs die Abnahme der Kraft mit 
dem reciproken Quadrat des Abstandes das einzige Kraftgesetz ist, 
bei welchem die zugehörige Potentialfunction der Bedingung 4% = 0 
im leeren Raume genügt. Sobald die Function von r im Kraft- 
gesetz auch nur um ein ganz Geringes verschieden wäre von der 
minus-zweiten Potenz, so wäre 4% im leeren Raume nicht genau 
gleich Null, das Raumintegral über das Quadrat der elektrischen 
Kraft würde nicht wie in (85a) exact verschwinden, und die kleinsten 
Spuren von elektrischer Kraft würden sich bei den sehr empfind- 
lichen Elektrometermessungen verrathen. Deſshalb haben wir hier 
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einen ungleich strengeren Beweis des Couroun'schen Gesetzes, als 
die directen Messungen an der Drehwaage zu bieten vermögen. 
Bei der praktischen Ausführung dieses Versuches ist übrigens 
die metallische Auskleidung des Zimmers meist entbehrlich. Es 
genügt die Hülle um die Ladung in leitende Verbindung mit der 
Erde zu bringen, denn die Mauern eines Gebäudes sind doch ge- 
wöhnlich so weit leitend, dals auch sie sich auf dem Potential der 
Erde befinden. Unter freiem Himmel kann man gewöhnlich auch das 
Potential der Erde als gültig annehmen, soweit man von der atmo- 
sphärischen Elektricitüt absehen darf. 

Als ein mitunter wichtiges Hülfsmittel wollen wir noch an- 
führen, dafs sich ein Raumgebiet, in welchem keine Ladungen vor- 
handen sind, von jeder äufseren Feldwirkung abschlieſsen läfst, 
indem man es mit einer metallischen Hülle umschliefst. Man 
braucht dazu in der Praxis nicht einmal lückenlose Flächen (Blech- 
umhüllung) herzustellen, sondern Drahtnetze leisten bereits den 
gleichen Dienst. 


826. Auswerthung einer Potentialfunction in einem 
begrenzten Raumgebiet mit Hülfe des Green’schen Satzes. 


Wir kommen nun zu einer Anwendung des Greex’schen Satzes, 
bei welcher beide Functionen U und V mit verschiedener Bedeutung 
gebraucht werden. Die Function sei das Potential einer elek- 
trischen Vertheilung, deren räumliche Dichtigkeit e im Inneren eines 
begrenzten Raumgebietes uns bekannt ist. Zunächst wollen wir 
annehmen, dafs Unstetigkeitsflächen (Flächenbelegungen) und Un- 
endlichkeitspunkte (Punktladungen) in diesem Gebiete nicht vor- 
kommen. Wohl aber kann das Potential auch noch bedingt sein durch 
irgend welche Ladungen, welche aufserhalb des begrenzten Gebietes 
liegen. Wir wollen den Werth von ꝙ in irgend einem inneren Punkte 
des Raumes mit den Coordinaten a, b, o, ausdrücken. Zu dem Zweck 
bilden wir den Green’schen Satz über das Raumgebiet, in welchem 
& bekannt ist. Für die Function V setzen wir das Potential o, 
für U setzen wir eine Hülfsfunction, welche dem einfachsten Typus 
einer Potentialfunction nachgebildet ist: 


KEEN (86) 


wo r den Abstand eines beliebigen Raumpunktes von dem festen 
Punkt (a, b, e) bedeutet 


„eU (86a) 
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Diese Hülfsfunction genügt der Larrace’schen Differential- 
gleichung, hat aber im Punkte (a, b, c) eine Unendlichkeitsstelle, 
welche wir durch eine kleine Kugel vom Radiùs ọ aus dem Raume 
herausschneiden müssen, über welchen wir den Gnkkx'schen Satz 
erstrecken wollen. Da beide Functionen den gleichen Bedingungen 
der Potentialfunctionen genügen, so können wir den Satz in der 
Form (75 b) verwenden. 

Die Oberfläche besteht aus der äufseren Begrenzung und der 
kleinen Kugelflüche. Wir wollen aber das in jener Formel ge- 


brauchte Zeichen d f: hier auf die äufsere Begrenzung beschränken 


und die von der Kugelfläche links und rechts herrührenden Bei- 

träge gesondert hinzufügen. Wir setzen dabei, wie schon früher, 

de = Od und dn,=-+dr und bezeichnen die Integration über 
Im 

alle do (deren Summe = 4 ist) mit de f Dann nimmt für unseren 


Fall der Green’sche Satz die Form an: 


—— (* 
ô 
[f a +f ſ ea KE fff 4% de du d 


3: 

r On 

fi. 6. le S 
e + [fear ug? Ale r ar n as 

Absichtlich ist in dieser Gleichung noch keine der naheliegen- 

den Umformungen ausgeführt, um ihre Entstehung deutlich zu 
zeigen. Bezeichnen wir der Kürze wegen die sechs Integrale in 
der Reihenfolge, wie sie in Gleichung (87) folgen, mit I, II, III, 
IV, V, VI. Mit I und IV sind keine Aenderungen vorzunehmen, 
wohl aber mit den beiden Kugelflächenintegralen. Das linke ist 


und verschwindet wegen des Factors ọ mit diesem; ja sogar noch 
entschiedener als ọ selbst, denn da o an der Stelle (a, b, d einen 
regulären Verlauf hat, sind die einzelnen 6% / r nicht nur endlich, 
sondern auf den beiden Hälften der kleinen Kugel nahezu entgegen- 
gesetzt gleich, so dals sie sich bei verschwindender Gröfse der 
Kugel auch noch gegenseitig aufheben. Jedenfalls ist im Grenz- 
fall 0 = 0 u 0 
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Anders ist es bei dem rechtsseitigen Integral V. 


Es ist i 
da 
EAR 1 


Lee 
or * 


wofür an der Kugelfläche der feste Werth — 5 zu setzen ist. Die 


positiven und negativen Potenzen von o heben sich hier auf und 


es bleibt: 
(k) 


V=- do- . 


Die Werthe, welche ꝙ auf den einzelnen Stellen der kleinen Kugel- 
flüche besitzt, nühern sich mit verschwindendem Radius mehr und 
mehr dem Werthe, welcher im Centrum (a, b, c) herrscht. Ja man 
darf diesen als zulässigen Mittelwerth bereits vor das Integral setzen, 


ehe noch die Kugel ganz verschwunden ist. Das dann noch übrig- 
00 


bleibende f 1 do ist aber 4 , mithin wird 
V=- 4 , eis 


Im linksseitigen Raumintegral III machen wir Gebrauch von 
der Poıssox’schen Differentialgleichung, deren e uns ja im ganzen 
Gebiet bekannt ist, und erhalten: 


m=-4a fff cd dy da i 
r 


Im letzten Integrale VI endlich gilt nach Ausschliefsung des Kugel- 
inneren überall die Larrace’sche Gleichung 4 5 = 0, also ist: 
VI=0, 
Jetzt lautet Gleichung (87) folgendermaalsen: 


. ſa b. mt 5 1 (87a) 


oder nach Division mit 4 und etwas 5 Anordnung: 


life ANS. eem 
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Der Werth von p in dem ausgewählten Punkte ist hiermit dar- 
gestellt und zwar durch drei Summanden, deren jeder eine uns be- 
reits bekannt gewordene Bedeutung hat. Der erste Summand besitzt 
die Normalform des Potentials, welches herrührt von der räumlichen 
Vertheilung der Ladungen, soweit sie im Inneren unseres abgegrenzten 
Raumgebietes liegen. Es sind dies physikalisch vorhanden an- 
genommene reale elektrische Quanta, doch ist damit nicht aus- 
gedrückt, dafs dieses alle Quanta sind, von denen ꝙ herrührt. Es 
können vielmehr die Dichtigkeiten s jenseits der Begrenzung sich 
weiter fortsetzen, denn diese Begrenzung ist hier nur eine fingirte 
mathematische Oberfläche, welcher gar keine physikalische Bedeu- 
tung oder Realität zuzukommen braucht, Ueber diese Begrenzung 
erstrecken sich nun die beiden hinzukommenden Integrale. Das 
erste derselben hat die Normalform des Potentials einer Flächen- 
belegung, deren Dichtigkeit durch 


gegeben ist; das zweite sieht nach Gleichung (68), S. 72, aus, wie 
das Potential einer Doppelschicht, deren Moment durch 


M-,- (874) 


gegeben ist, in beiden Ausdrücken für ø und dessen Differential- 
quotienten sind die entsprechenden Oberflächenwerthe zu nehmen. Von 
der realen Existenz dieser beiden Flächenbelegungen haben wir aber 
dadurch gar keine Gewilsheit. Die in Gleichung (87b) gegebene Dar- 
stellung des von einer wirklich vorhandenen Elektricitätsvertheilung 
herrührenden Potentials hat also die Eigenthümlichkeit, dafs sie ein 
beliebiges Raumgebiet bevorzugt, indem sie die darinnen liegenden 
Bestandtheile des Ladungssystems allein berücksichtigt, alle aufser- 
halb liegenden, ebenfalls concreten Ladungen aber wegläfst und zum 
Ersatz dieser Unterlassung eine nicht concret existirende Belegung 
der beliebig gewählten Oberfläche des Gebietes mit erstens einer 
einfachen und zweitens einer Doppelschicht fingir. Das hat zur 
Folge, dals im Inneren des Raumes zwar richtig dargestellt wird, 
aber aulserhalb den wirklichen Verlauf nicht mehr darstellt, sondern 
wie wir zeigen wollen, überall den Werth 0 annimmt. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke die fingirte Vertheilung als 
die wirkliche, also den äufseren Raum ganz leer, und die Oberfläche 
des Gebietes reell belegt mit den durch (87c und d) gegebenen 
Dichtigkeiten e und Doppelschichtmomenten M. 

H. v. Hermuouez, Theoret. Physik. Bd, IV. 8 
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Die Dichtigkeiten e bewirken dann einen Sprung, der nach der 
Normale genommenen Differentialquotienten von ꝙ, den wir nach 
einer früher entwickelten Formel schreiben können 


Ge, dp 
Im + 5 =— ine. 
Dies stimmt mit Gleichung (87c) nur, wenn überall 
do 
ën x 


ist. Das Potential hat in der Richtung der nach aufsen gerichteten 
Normale an keiner Stelle der Oberfläche ein Gefälle, mufs daher im 
ganzen (leeren) Auſsenraum constant sein. 

Die Doppelschicht bewirkt einen Sprung von ꝙ selbst, welcher 
nach einer ebenfalls früher entwickelten Formel gegeben wird durch: 


. — dk EE 
Dies stimmt mit (87d) nur, wenn an der Aufsenseite der Oberfläche 
9. = 0 


ist. Mithin ist der constante Werth, welchen ꝙ im ganzen Aufsen- 
raum bewahren mufs, der Werth p = 0. 

Die Ableitung der Gleichung (87b) aus dem Greex’schen Satze 
wird nicht wesentlich verändert, wenn man neben der räumlichen 
Vertheilung s auch noch reelle Flächenbelegungen e und reelle Punkt- 
ladungen ei, e., .. ĉa... als constituirende Elemente für das 
Potential ꝙ annimmt. Man mufs dann diese Stellen, soweit sie im 
Inneren des Raumgebietes liegen, mit unter die Begrenzungen auf- 
nehmen, wodurch die Oberflächenintegrale neue Beiträge liefern. Man 
übersieht leicht, da ähnliche Rechnungen schon mehrfach hier durch- 
geführt wurden, dafs an Stelle der Gleichung (87b) dann folgende 
erweiterte tritt: 


a FR Een 
+ [für LC Cum) d Ve % e 


In ën 


Die ersten drei Terme erstrecken sich auch jetzt über alle diejenigen 
Ladungen, welche im Innern des gewählten Gebietes liegen, nur 


8 26 AUSWERTHUNG EINER POTENTIALFUNCTION. 115 


besteht dieser, in geschweifte Klammern geschlossene Theil jetzt aus 
drei Bestandteilen, entsprechend den verschiedenen Anordnungen der 
Ladungen in Räumen, Flächen, Punkten. (Geladene Linien hätte 
man als vierte Möglichkeit auch noch aufnehmen gekonnt.) Die 
beiden letzten Integrale über die äufsere Begrenzung haben durch- 
aus die gleiche Bedeutung wie in (87b). 

Wenn man übrigens von dem Princip der continuirlichen Ueber- 
gänge Gebrauch machen will, so kann man Sprünge der Differential- 
quotienten von / und Unendlichkeitsstellen von o wegleugnen, 
erstere als Stellen auffassen, in der Elektricität schichtartig, aber 
doch in räumlicher Dichtigkeit dicht zusammengerückt liegt, letztere 
als knotenartige Anhäufungen räumlicher Ladungen ansehen, und 
kommt dann mit der einfacheren Gleichung (87b) vollständig aus. 
Diese Gleichung stellt eine Integration der Poıssox’schen Differential- 
gleichung für ein abgegrenztes Raumgebiet dar. Die Poıssox’sche 
Differentialgleichung 4% = — 4 rs ist linear, aber nicht homogen. 
Ueber die Integrale solcher Differentialgleichungen giebt es einen 
allgemeinen Satz: Hat man zwei verschiedene Lösungen ꝙ und Py 
gefunden, so können diese sich nur unterscheiden um eine Function, 
welche im ganzen Gebiete ohne Ausnahme der entsprechenden 
homogenen Differentialgleichung genügt. Das ist in unserem Falle 
die Lartace’sche. Eventuelle geforderte Unstetigkeiten müssen sich 
in der Differenz o, — f, wegheben, da sie beiden Lösungen gleicher- 
maafsen eigen sind. Man kann also aus irgend einem partikulären 
Integral, welches nur der Polssox'schen Gleichung, aber nicht den 
Grenzbedingungen genügt, jedes andere durch Hinzufügung von Inte- 
gralen der Laruacor'schen Gleichung erhalten. In Gleichung (87b) 


ist dies geschehen: Das Raumintegral über = befriedigt die 


Poisson-Gleichung, die beiden folgenden Oberflächenintegrale genügen 
der Laplace-Gleichung, weil sie Potentiale sind von Belegungen, die 
den Innenraum nicht besetzen. Die eigenthümliche Bildung dieser 
beiden Zusätze ist nun aber eine Folge der besonders einfachen 
Form, welche wir der Hülfsfunction U im Greenx’schen Satze gegeben 


haben, indem wir sie = Š setzten. 


Der Mathematiker wird die Gleichung (87b) nicht für eine voll- 
gültige Integration der Porssox’schen Differentialgleichung in dem 
abgegrenzten Raumgebiet ansehen, denn, wenn die partielle 
Differentialgleichung im Integrationsgebiet vorgeschrieben ist, will er 
die Form der Lösung eindeutig angegeben sehen, sobald die Grenz- 

Ch 
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bedingungen bekannt sind. Darunter sind aber nur die Werthe der 
gesuchten Function selbst verstanden, welche an der Begrenzung 
vorgeschrieben sind. Wir haben aber auch deren Differential- 
quotienten nach der inneren Normale benützt, also eine Kenntnis 
wenigstens des Anlaufs, den p nimmt, wenn man von der Begrenzung 
ins Innere dringt. 


& 27. Fortsetzung unter Verwendung der Green’schen 
Function. 


Es giebt eine im Princip der vorigen ganz ähnliche Behandlung 
des in Rede stehenden Problems, welche zur Lösung der Aufgabe 
nur die Grenzwerthe von p selbst erheischt, nicht auch die von 
öy/ön,;; aber die Hülfsfunction U hat dabei nicht die einfache 
Gestalt, welche wir ihr im Vorigen gegeben haben. 

Diesen Weg hat bereits GREEN eingeschlagen, und man nennt 
defshalb die dazu taugliche Hülfsfunction die Greex’sche Function. 
Um den rein mathematischen Beweis für ihre eindeutige Existenz 
haben sich Gauss, Dentzer und andere Mathematiker verdient ge- 
macht, siehe § 80 S. 128. Doch kann man sich durch eine physi- 
kalische Vorstellung ohne Mühe die Ueberzeugung verschaffen, dafs 
sie thatsächlich bei jeder Form der Raumbegrenzung und bei jeder 
Lage des inneren Punktes (a, b, c) gefunden werden kann und nur 
in einer einzigen Art ihres Verlaufes gefunden werden kann. Dals 
man sie durch einen expliciten Rechenausdruck angeben kann, soll 
damit nicht gesagt sein, dies gelingt nur bei besonders regelmälsiger 
Gestalt der Begrenzungsfläche. 

Die Gnunx'sche Function U soll folgende Bedingungen erfüllen: 
1. In dem Punkte (a, b, c), in welchem man den Werth von ꝙ sucht, 
soll sie unendlich werden in ganz derselben Weise, wie die im 


vorigen Paragraphen benützte Function dei 2. Im ganzen übrigen 


Innenraum soll sie der LarLacE’schen Differentialgleichung AU = 0 
genügen. 3. An der geschlossenen Begrenzungsfläche soll sie überall 
den Werth U =0 haben. Den Verlauf dieser Function U ver- 
anschaulicht uns folgende physikalische Vorstellung: Wir denken 
uns alle die Ladungen, von denen o herrührt, fortgeschafft, denken 
uns ferner den abgegrenzten Raum als eine Höhlung in einem 
metallischen Körper, oder wenigstens umhüllt von einem metallischen 
Mantel, dessen innere Wandung die Grenzfläche bildet, In den 
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Punkt (a, b, c), welcher irgend wo in der Höhlung liegt, stellen wir 
isolirt eine Punktladung + 1 und verbinden die Metalloberfläche 
leitend mit dem Erdkörper, den wir als unendlich grofsen Leiter mit 
dem Potentialwerth 0 ansehen dürfen. Dann stellt sich ein ganz 
bestimmter elektrostatischer Ruhezustand her. Negative Quanta, 
herbeigezogen durch die positive Punktladung bedecken in ganz 
eindeutig bestimmter Dichtigkeitsvertheilung der Flächenbelegung 
die innere Metallwandung, und es besteht in dem Hohlraum ein 
elektrisches Feld, dessen Potential nichts anderes ist, als die 
Green’sche Function. Die erste Bedingung wird durch die Punkt- 
ladung befriedigt, die zweite dadurch, dafs der Hohlraum im übrigen 
leer gedacht wird, die dritte endlich durch die leitende Verbindung 
der Hülle mit der Erde. Ueber die mathematische Darstellung 
lälst sich im Allgemeinen nur so viel aussagen, dafs die Green’sche 
Function in die Form gebracht werden kann: 


1 
. 88) 


Der erste Summand, die einfache Hülfsfunction des vorigen 
Paragraphen, besorgt das Unendlichwerden in dem ausgewählten 
Punkt (a, b, e) und befriedigt im übrigen Raum die Larrace'sche 
Gleichung. Der hinzugekommene Summand — U’ hat die Aufgabe, 
die Function an der Oberfläche auf Null herunter zu drücken, ohne 
ihre übrigen Eigenschaften zu stören. Bezeichnen wir also mit 7 
den Abstand der einzelnen Oberflächenelemente von dem aus- 
gewählten Punkt im Inneren, so muls U’ an der ganzen Oberfläche 
die Werthe besitzen, welche durch 


Ọ' = —— (88a) 
vorgeschrieben sind. Im inneren Raum aber mufs U’, stetig an U” 
anknüpfend, überall der Larzacr’schen Differentialgleichung genügen 
ohne jede Ausnahmestelle, ganz wie ein Potential in einem gänzlich 
leeren Raume. Das Problem der Auffindung der Greex’schen 
Function ist hierdurch zurückgeführt auf das einfachere, eine Func- 
tion U’ zu bestimmen, welche im ganzen inneren Raum ohne Aus- 
nahmestelle der Larzacr’schen Gleichung genügt und sich stetig 
einem vorgeschriebenen Verlauf an der Oberfläche anschmiegt. In 
unserem Falle ist es sogar ein durch das einfache Gesetz (88a) vor- 
geschriebener Verlauf. Wir werden bei der Betrachtung des elektro- 
statischen Gleichgewichtes in Leitern auf das gleiche Problem ohne 
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die Besonderheit (88a) stofsen, und defshalb die Betrachtungen 
darüber bis dahin verschieben, zumal wir durch das beschriebene 
physikalische Bild von der eindeutigen Existenz von U, folglich auch 
von U’ überzeugt sind. 

Nun wenden wir, wie im vorigen Paragraphen, den Grerx’schen 
Satz in der Form (75b) an, schneiden die Unendlichkeitsstelle von 
U durch Kugel von Radius o heraus und erhalten, entsprechend (87) 


II Ce Doft: ff variira 
Rp U 
Defi, ffeit + [f avi 
i 


Diese sechs Integrale in der hier stehenden Reihenfolge nennen 
wir wieder I, II, III, IV, V, VI. 
Der Unterschied gegen die vorige Darstellung zeigt sich gleich 
im ersten Integrale, denn es ist jetzt 
I=0, 
weil U an der Oberfläche gleich Null ist. Ueber IV ist nichts zu 


bemerken. In den beiden Kugelintegralen benützen wir (88). 
Dann wird: 


(89) 


(k) 


n- ffe 100108 fou v N. 


Beide Integrale verschwinden zugleich mit o, das erste ist identisch 
mit dem entsprechenden des vorigen Paragraphen, das zweite ent- 
hält noch eine Potenz mehr von der verschwindenden Grölse p, 
während U’ an der Kugel endlich bleibt. Es ist also auch hier: 


I=0. 
ðU TOU 
Im Integrale V ist F" P a. A zu setzen, also 


(k) 


en eg 147% . 


Das erste ist wieder identisch mit dem V des vorigen Paragraphen, 
das zweite verschwindet wegen des Factors o? und regulären Ver- 


laufs von 25 an der Stelle der kleinen Kugel, also ist 


V =—4 T (a,b, e). 
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Endlich ist wegen der Poissox’schen Differentialgleichung: 
M=- 40 De dæ d dæ, 


und wegen der LArtACg schen Differentialgleichung: 
NI zs 0. 


Im Ganzen ist also, wenn man V allein auf die linke Seite stellt 
und durch 4 dividirt: 


(a, b, o= [ff orun aud f fag 22. (89a) 


Sind Se der Raumdichtigkeit s noch Flächen vorgeschrieben, 
an welchen 3 gegebene Sprünge machen soll, die man sich also 


mit bekannten Flächenbelegungen von der Dichtigkeit e geladen zu 
denken hat, so kommt zur rechten Seite noch ein Integral über 
diese Unstetigkeitsflächen hinzu von der Form: 


+ ffas, De. 


Sind endlich auch Unendlichkeitsstellen von ꝙ vorgeschrieben, die 
von Punktladungen e. . .. ĉa... herrühren, so kommt rechts noch 


hinzu: 
+S Uea 
a 


In diesen beiden eventuell hinzutretenden Termen sind für U die 
Werthe zu setzen, die an den Stellen der vorhandenen e und e, 
herrschen, (Unter Zulassung des Princips der Continuität kann man die 
e und e als sehr dicht zusammengedrängte Raumladungen ansehen, 
dann fallen sie mit unter das Raumintegral (89a) und diese Gleichung 
ist ohne die eben angeführten Zusätze vollständig.) 

Es ist nun in Gleichung (89a) gelungen den Werth von ꝙ in 
jedem Punkte eines beliebigen Raumgebietes anzugeben, wenn die 
Poıssox’sche Differentialgleichung, d. h. die Vertheilung von e, und 
die Oberflächenwerthe von / gegeben sind; sie stellt daher eine 
vollgültige Integration der Differentialgleichung dar. Zugleich sieht 
man, dafs es stets eine und nur eine passende Lösung giebt, weil 
es stets eine eindeutige GukEN'sche Function U geben muls, deren 
Kenntnifs allerdings dabei vorausgesetzt wird. 

Je weiter die Grenzen des Raumgebietes hinausgeschoben werden, 
um so kleiner werden für Punkte im Endlichen die Beträge 1/7, 
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um so unbedeutender wird zugleich damit auch die Function U’, 
welche ja im Inneren nirgends gröfser werden kann, als der höchste 
vorkommende Werth von 1/7, weil ein ausnahmeloses Integral 
der Lartace'schen Gleichung kein Maximum haben kann. Bei un- 
begrenztem Raume geht daher die Grern’sche Function in die ein- 
fache Form U= 1½ des vorigen Paragraphen über; die beiden 
Gleichungen (87b) und (89a) werden dann gleichbedeutend und 


geben: 
. d 
pa . 


welchem eventuell bei Flächen- und Punktladungen noch hinzu- 
zufügen sind: 


+ [nt N 


Die Oberflächenintegrale über die unendlich ferne Begrenzung 
nämlich verschwinden in beiden Gleichungen, wenn / in grolser 
Const 

er 


Entfernung abnimmt wie Dies dürfen wir aber annehmen, 


wenn p nur von Ladungen im Endlichen herrührt. 


§ 28, Ein Satz von Gauss über Potentiale in leeren 
Raumgebieten. 


Wir können an die Entwickelungen der beiden vorhergehenden 
Paragraphen einen Satz als besonders einfachen Sonderfall an- 
schlielsen, welcher von Gauss (Allgemeine Lehrsätze 1840) ohne 
Benutzung des Grerx’schen Satzes abgeleitet wurde, 

Wir denken uns einen leeren Raumbezirk, in welchem ein 
Potential ꝙ existirt, das dort natürlicher Weise überall der Laruaor'- 
schen Differentialgleichung 4% = 0 genügt. Als Begrenzung des 
Integrationsgebietes denken wir uns in diesem Bezirk eine Kugel- 
fläche vom Radius R, und als den Punkt (a, b, c), in welchem wir 
bestimmen wollen, wählen wir das Centrum dieser Kugel. Die 
beiden Schlufsgleichungen (87 b) und (89 a) leisten uns dabei gleich 
gute Dienste. In beiden fallen die Raumintegrale fort, weil nach 
Voraussetzung e = 0 ist. Betrachten wir zuerst (87 b) für diesen 
Fall: Im ersten nimmt der Nenner r den festen Werth R an, im 
zweiten ist: 
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Es folgt daher, wenn wir den Werth im Centrum der Kugel 
mit g, bezeichnen: 


LE lan WI nase 


Das erste dieser beiden Integrale verschwindet aber, weil die 
Kugel einen ladungsfreien Raum enthalten soll. 

Bei Verwendung der Gleichung (89a) müssen wir erst die 
Green’sche Function suchen. Diese wird bei den einfachen Be- 
dingungen dieser Aufgabe leicht gefunden. Da nämlich überall 


1/#=1/R ist, ist auch U’ = 1 (im ganzen Kugelraum constant), 


also: 


mithin 
oU ð 4 5 1 
ën We, Fe he ép 


Es folgt also beide Male das gleiche Ergebnils: 


— Tan (90) 


Diese Formel stellt o, dar als den arithmetischen Mittelwerth 
aller an der Kugeloberflüche herrschenden Werthe von p, denn 


d fi dsp summirt alle Flächenelemente der Kugel, jedes multiplicirt 


mit dem dort herrschenden Werth von œ, und der vorgestellte 
Divisor 4 R? mist die gesammte Kugelflüche. Wir haben hiermit 
den von Gauss gefundenen Satz abgeleitet, welcher in Worten so 
ausgesprochen werden kann: „In ladungsfreien Raumgebieten ist der 
Potentialwerth in jedem Punkte gleich dem arithmetischen Mittel 
der Potentialwerthe auf einer um diesen Punkt als Centrum gelegten 
Kugelfläche. Auf den Radius kommt es dabei nicht an, so lange 
nur die Kugel nicht in geladene Gebiete hineinragt“. 

Mit Hülfe dieses Satzes kann man noch folgende principiell 
wichtige Eigenschaft der Potentialfelder nachweisen: Ist in einem 
endlichen ladungsfreien Raumgebiet das Potential als constant er- 
kannt, so mufs es den gleichen constanten Werth auch über die 
Grenzen des Gebietes hinaus bewahren, so weit der ladungsfreie 
Raum reicht. Den Beweis führt man dadurch, dals man Kugelflächen 
gelegt denkt, deren Centra noch in dem Gebiete liegen, in denen p 
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als constant erkannt ist, während die Oberflächen theilweise in un- 
bekanntes Gebiet hinausragen, von welchem man nur weils, dafs es 
leer von elektrischen Ladungen irgend welcher Art ist. Wenn dann 
auf den hinausragenden Flächentheilen das Potential andere Werthe 
hätte, wie im bekannten Gebiet, so könnte der Mittelwerth über die 
Oberfläche nicht den Werth im Centrum ergeben, welches noch ins 
innere Gebiet fällt. Die Ausflucht, dafs die variablen Antheile der 
hinausragenden Kugelcalotten sich gegenseitig vernichten, ist wegen 
der ganz beliebigen Lage der Kugeln hinfällig. So kann man das 
bekannte Gebiet durch immer weiter vorgeschobene neue Kugel- 
flächen erweitern und schliefslich allen zusammenhängenden leeren 
Raum dadurch für die Erkenntniſs des constanten Potentialwerthes 
erobern. 

Anmerkung. Eine, wenn auch kleine, aber doch endliche 
Ausdehnung mufs bei dieser Beweisführung das ursprüngliche Ge- 
biet haben, in welchem die Constanz des Potentials verbürgt ist, 
sonst könnte man zu falschen Schlüssen geführt werden. Wir er- 
wähnten früher (S. 97) die Möglichkeit eines Sattelwerthes des 
Potentials im leeren Raume zwischen zwei gleichgeladenen Punkten. 
An solcher Stelle hat man allerdings einen verschwindend kleinen 
Raum, in welchem p nach keiner Richtung hin ein Gefälle zeigt, 
also constant erscheint. Doch dürfte man dieses verschwindend 
kleine Gebiet nicht durch solche Kugelflächen-Taktik, wie wir sie 
vorher anwendeten, erweitern wollen. 


Zweiter Abschnitt. 
Gleichgewicht der Elektrieität auf leitenden Körpern. 


Erstes Kapitel, 
Allgemeine Grundsätze. 


8 29. Leitfähigkeit und Influenzirbarkeit, allgemeine 
Bedingung des Gleichgewichts. 


Unter einem Leiter der Elektricität oder einem Conductor ver- 
steht man, der Erfahrung entsprechend, einen Körper, in welchem 
elektrische Quanta ihren Ort verändern können, ohne den ponderablen 
Träger mitzunehmen, in welchem sie also gewissermaalsen flielsen 
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können. Daher nennt man die elektrischen Quanta in Leitern auch 
wohl Fluida. Die Ursache des eintretenden Fliefsens oder der Fort- 
leitung ist immer das Wirken einer elektrischen Kraft, welche die 
Quanta nach ganz demselben Grundgesetz angreift, welches wir zu 
Anfang des ersten Abschnittes aufstellten, nur mit dem Unterschied, 
dafs hier nicht die Träger der Ladungen angegriffen werden, also 
keine ponderomotorischen Wirkungen erzeugt zu werden brauchen. 
Man nennt defshalb die elektrische Kraft in diesem Falle zum Unter- 
schiede von dem vorigen auch elektromotorische Kraft. Ein 
begrifflicher Unterschied besteht aber nicht zwischen beiden: Die 
Vorstellung des elektrischen Feldes mit seiner Potentialfunction gilt 
hier ebenso, wie vorher, Aber eine Erweiterung der Vorstellung 
von den elektrischen Quantis ist jetzt nöthig. 

Mit dem Worte Quantum soll doch ausgedrückt werden, dafs 
man es mit einer unzerstörbaren und unvermehrbaren Gröfse zu 
thun hat, welche in leitenden Körpern nur die Freiheit hat, ihren 
Sitz zu verändern. Die Unveränderlichkeit des Ladungsquantums 
kann man nun bei einem gut isolirten Conductor auch noch nach- 
weisen, so lange man äufsere elektrische Kräfte fernhält. Kann 
man die Gestalt des Conductors verändern, so verändert sich zwar 
die Anordnung seiner Ladung, aber die Gesammtmenge der ihm 
mitgetheilten Elektrieität bleibt unverändert, wenigstens kann man 
deren früher oder später bemerkbare Abnahme immer befriedigend 
erklären durch mangelhafte Isolirung oder durch Leitfähigkeit der 
Luft, welche den Conductor umgiebt. Die mitgetheilte Ladung 
besitzt dabei immer auf allen Stellen des Conductors gleiches Vor- 
zeichen. Bringt man aber diesen Conductor in ein hinreichend 
starkes elektrisches Feld, so kann man beobachten, dafs er an ver- 
schiedenen Stellen entgegengesetzte Ladungen zeigt, von denen die 
eine beider Arten vorher nicht zu beobachten war, also neu ent- 
standen sein muls. Auch zeigt die vorher vorhandene Art jetzt 
gröfseres Quantum. In gewöhnlichem Sinne kann man also nicht 
von Unvermehrkeit der Ladung sprechen, doch bestätigen alle Er- 
fahrungen, dal stets gleich grofse Mengen positiver und negativer 
Ladungen entstehen, so dafs man die Constanz der Elektricitäts- 
mengen auf einem isolirten Conductor gewahrt findet, wenn man 
unter Menge die algebraische Summe der positiven und negativen 
Quanta versteht. Man kann die Vorstellung von dem substantiellen 
Charakter der elektrischen Ladungen angesichts dieser Erscheinungen 
nur mit einer gewissen Gewaltsamkeit retten, welche unser An- 
schauungsbedürfnifs nicht recht befriedigt. Man nimmt nämlich an, 
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dafs sich in allen Körpern gleichgrofse Quanta der beiden entgegen- 
gesetzten Elektrieitäten in unerschöpflicher Menge überall bei 
einander befinden, ohne dafs deren Gegenwart sich durch irgend 
etwas verräth, weil die entgegengesetzten Wirkungen der positiven 
und negativen Fluida sich neutralisiren. Aus diesem Vorrath 
treten, durch irgend welche Processe von einander getrennt, die 
einzelnen positiven und negativen Quanta — immer beide in gleichen 
Mengen — hervor in die Erscheinung, man könnte sagen, in die 
Wirklichkeit, um gelegentlich bei anderen Processen wieder zusammen- 
zuflielsen zu „Nichts“, denn das ist in der That der sich durch 
keinerlei Wirkungen verrathende unerschöpfliche Vorrath. Wenn 
man das Unbefriedigende der Hypothese, dafs zwei Substanzen von 
polar entgegengesetzten Eigenschaften sich vernichten sollen, als 
unvermeidlich hinnimmt, so erklärt im Weiteren diese Auffassung 
die Phänomene in befriedigender Weise. Man kennt keinen Proceſs 
der Elektrieitätserzeugung, bei welchem nicht gleichgrofse Mengen 
positiver und negativer Ladungen gebildet werden. Dies gilt auch 
von der ältest-bekannten Erzeugung durch Reibung zweier ver- 
schiedener Körper, und hier begegnen wir bei der Betrachtung eines 
Conductors, der in ein äufseres elektrisches Feld gebracht wird, 
einer zweiten davon verschiedenen Entstehungsweise. Die frei be- 
weglichen, einander neutralisirenden, beiden Fluida werden durch 
den Angriff der äufseren elektrischen Kraft in entgegengesetzter 
Richtung fortgeführt, die positiven in Richtung fallenden, die negativen 
in Richtung steigenden Potentiales. Dadurch werden beide räumlich 
getrennt, und äufsern als reelle Ladungen ihre charakteristischen 
Wirkungen. Dafs diese Trennung bei elektrostatischen äufseren 
Kräften zu einem bestimmten Gleichgewichtszustand führen mufs, 
nachdem endliche Mengen positiver und negativer Elektrieität von 
einander getrennt worden sind, werden wir bald beweisen. Man 
nennt diese Trennung „Influenz“. Besteht der Conductor aus zwei 
geeigneten trennbaren Theilen, die sich einzeln isoliren lassen, so 
kann man nach Eintritt des Gleichgewichts die positiv geladenen 
Regionen für sich abheben, und die negativen ebenfalls, und sie aus 
dem erzeugenden Felde und aus der Nachbarschaft der anderen 
Hälfte wegbringen und erhält so zwei mit entgegengesetzt gleichen 
Quantis beladene einzelne Conductoren. Die Influenzmaschinen sind 
nichts als Apparate, welche durch eine drehende Bewegung ihrer 
Theile fortgesetzt und continuirlich diese beiden Akte wiederholen: 
Trennung der Elektrieitäten durch Influenz und räumliche Trennung 
der damit beladenen Conductoren. 
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So lange im Inneren eines Leiters elektrische Kraft herrscht, 
findet Trennung und entgegengesetzte Fortführung beider Elektrici- 
täten statt, es besteht kein Ruhezustand. Die getrennten Ladungen 
aber erzeugen ein eigenes neues Feld, welches sich dem ursächlichen 
äulseren Felde superponirt und dieses schwächt, Ruhe kann erst 
eintreten, wenn das äufsere Feld im ganzen Innenraum des Leiters 
gerade aufgehoben wird durch das Feld der influenzirten Ladungen. 
Sobald dieser Zustand eingetreten ist, hört die Trennung auf und 
es besteht Ruhe der Ladungen, welche so lange währt, als das 
äulsere Feld unverändert gelassen wird. Nun sieht man sogleich 
ein, dals bei diesem Ruhezustand im inneren Raum des Leiters 
sich keine Ladungen halten können, denn diese würden um sich 
herum immer ein Feld erzeugen, und zwar ein solches, welches auf 
keine Weise durch das äufsere Feld aufgehoben werden kann. Die 
durch Influenz getrennten Quanta wie auch die dem Leiter eventuell 
von Anfang im Ueberschufs mitgetheilte Ladung müssen also im 
Gleichgewichtszustand bis an die Grenzen des Leiters gerückt sein, 
dessen Oberfläche sie in einer bestimmten Vertheilung der Flächen- 
dichtigkeit belegen. 

In „guten“ Leitern, zu denen namentlich die Metalle und das 
für gewöhnlich immer mit Spuren von gelösten Salzen behaftete 
Wasser und auch feuchte, d. h. mit Wasser durchtränkte Stoffe ge- 
hören, geschieht die zur elektrischen Ruhe führende Dislocation der 
Fluida in so aufserordentlich kurzer Zeit, dals sie bei mäfsiger 
Ausdehnung der Conductoren überhaupt nicht direct beobachtet 
werden kann, vielmehr den Eindruck einer momentanen Wirkung 
macht. Es bestehen indessen zwischen den guten (vollkommenen) 
Leitern und den vollkommenen Nichtleitern oder Isolatoren Zwischen- 
stufen: Körper, in denen die hier allgemein charakterisirte elektro- 
statische Dislocation den äufseren Feldkräften nicht momentan folgt, 
sich aber nach einiger Zeit herstellt. In die Klasse dieser Halbleiter 
gehören streng genommen alle wirklichen Körper, doch nühern sich 
einige Gruppen sehr stark den beiden idealen Grenzfällen. Dals 
sich in den sogenannten vollkommenen Nichtleitern und auch in den 
schlechten Halbleitern, in letzteren lange vor Eintritt der Ruhe durch 
Leitung, momentan ein anderer merkwürdiger Zustand ausbildet, 
den man als dielektrische Polarisation bezeichnet, soll uns hier noch 
nicht beschäftigen. Wir betrachten hier den definitiven Ruhe- 
zustand, der durch Freizügigkeit beider Elektricitäten in den ganzen 
ausgedehnten Körpern zu Stande kommt, Dieser ist unabhängig 
davon, wie gut das Leitvermögen ist, oder wie lange es dauert, bis 
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er erreicht ist. Es kommt dabei nur an auf die Gestalt des 
Leiters, auf die ihm mitgetheilte Ladung und auf das influenzirende 
äufsere Feld. 

Wir müssen nun die Gleichgewichtsbedingung mathematisch 
formuliren. Das Verschwinden der elektrischen Kraft im Inneren 
des Leiters fordert daselbst constantes Potential bis an die Ober- 
fläche, welche an vollkommen nichtleitende Substanzen, Isolatoren, 
feste, flüssige oder gasförmige, zu denen auch das möglichst voll- 
kommene Vacuum zu rechnen, angrenzt. An der Berührungsfläche 
zweier chemisch verschiedener Leiter hat man allerdings Sprünge 
der Potentialfunction nachgewiesen, welche auch im Ruhezustand 
gewahrt bleiben. Solche Potentialsprünge stören aber nicht die Gleich- 
gewichtsbedingung, wenn nur das Potential zu beiden Seiten kein 
Gefälle besitzt. Man kann sich in solchen Berührungsflächen von 
dem hier vorgetragenen Standpunkt aus Doppelschichten denken, 
deren Fernwirkung ja nach früheren Auseinandersetzungen eine ver- 
schwindende ist. Zunächst sehen wir aber von solchen für die 
Elektrostatik unwesentlichen Complicationen ab und betrachten 
einen begrenzten homogenen Leiter, welcher in ein gegebenes äufseres 
elektrisches Feld gebracht ist. Das Potential dieses Feldes, wenn 
der Leiter nicht darin liegt, sei . Es rühre her von festen 
Ladungen, die jedenfalls den Raum, in welchen der Leiter gebracht 
werden soll, leer lassen, so dafs dort überall 4% = 0 ist. Nun 
kommt der beladene oder unbeladene Conductor, vollkommen isolirt, 
in eine bestimmte Stellung im Felde und die Vertheilung der 
Ladung, eventuell auch die Trennung der verbundenen Fluida stellt 
sich her. Der Gleichgewichtszustand wird nicht gestört, wenn wir 
die frei beweglichen Fluida, welche die Oberfläche des Conductors 
nun ruhend bedecken, uns als unverrückbar an ihren Orten fest- 
gehalten denken. 

Dann können wir das äufsere ursächliche Feld weggenommen 
denken und der Conductor mit der auf ihm fixirten Ladung bleibt 
allein zurück. Diese Oberflächenladung für sich allein bewirkt ein 
elektrisches Feld sowohl im Inneren des Leiters wie im äufseren 
Raum. Das Potential dieses Feldes sei . Es muls wegen der 
Abwesenheit räumlicher Ladungen innen und aufsen bis an die Ober- 
fläche heran der Differentialgleichung Ay’= 0 genügen. Die auf 
der Begrenzung angesammelten Flächenladungen werden aber die 
uns bereits bekannten Sprünge der Differentialquotienten Oe (ën 
hervorbringen. In Wirklichkeit besteht nun das äufsere Feld zu- 
sammen mit dem von der Oberflächenbelegung herrührenden. Die 
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beiden Potentialfunctionen ꝙ und o" superponiren sich überall durch 
algebraische Addition, es herrscht defshalb im Raum das Potential 
p ˙ und die Gleichgewichtsbedingung besteht darin, dafs für das 
zusammenhängende Innere des Conductors bis zu dessen Ober- 


fläche gilt: 
p + = Constans. (91) 


Der Werth der Constanten wird hierdurch nicht bestimmt. Wird 
das Potential des äufseren Feldes ohne disponible additive Con- 
stante angegeben, etwa in der bestimmten Form See, so kann die 
Unbestimmtheit des Werthes in der Gleichgewichtsbedingung (91) 
nur daher rühren, dafs nicht angegeben ist, wie grols die dem 
Conductor eventuell mitgetheilte Ladung ist. Wir können aber 
diese Unbestimmtheit abspalten, indem wir ꝙ in zwei Summanden 
zerlegen: 


RR rA 
und fordern 
ET NËT (91a) 
g” = Const. (91b) 


für das Innere des Conductors bis zur Oberfläche. Dadurch wird 
die sich auf dem Conductor bildende Oberflächenbelegung aufgefalst 
als algebraische Summe zweier verschiedener Belegungen, welche 
einzeln die Potentiale o" und o" hervorbringen würden. Man kann 
auch leicht erkennen, unter welchen Bedingungen diese beiden ein- 
zelnen Belegungen sich in Wirklichkeit herstellen können. Die 
Belegung, die “ erzeugt, bildet sich, wenn der Conductor im in- 
fluenzirenden Felde zur Erde abgeleitet ist, weil dann der Potential- 
werth auf ihm = 0 ist, wie (91a) fordert. Die andere Belegung, 
welche vo" erzeugt, bildet sich, wenn man dem isolirten Conductor 
eine passende Ladung mittheilt und das äufsere influenzirende Feld 
fortnimmt. 

Beide Theile, g” und “, müssen einzeln innen und aufsen 
der Laruaor'schen Differentialgleichung genügen, ihre Differential- 
quotienten nach der Normale der Conductoroberfläche besitzen die 
den Flächendichtigkeiten e” und e” entsprechenden Sprünge. Im 
äüufseren Raum in unendlicher Entfernung müssen ø” und o" als 
Potentiale endlicher, in beschränktem Bezirk angeordneter Elek- 
trieitätsmengen verschwinden mindestens wie Air, Durch diese 
Eigenschaften ist das Gleichgewichtsproblem der Elektricität auf 
einem Leiter mathematisch vollkommen bestimmt. Wirkliche 
explicite Lösungen durch Berechnung zu finden, ist nur für be- 
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sonders einfache Gestalt des Conductors gelungen, namentlich für 
die Kugelgestalt. 

Dafs sich stets ein eindeutig bestimmter Ruhezustand herstellen 
muls, wie die Erfahrung zeigt, läfst sich theoretisch beweisen. Diesen 
Nachweis, im Wesentlichen so, wie er von Gauss gegeben worden ist, 
wollen wir im nächsten Paragraphen führen. 


8 30. Es giebt stets eine eindeutige Lösung des 
Gleichgewichtsproblems. 


In den soeben aufgestellten Bedingungen findet sich ein Pleo- 
nasmus. Die Gleichung (91a) fordert, dals im ganzen Raum des 
Conductors “ =— ꝙ sein soll. Andererseits fordert die Leerheit 
des Inneren an Ladungen die ausnahmslose Erfüllung der Gleichung 
4%“ 0. Diese ist aber bereits dadurch befriedigt, dafs an- 
genommen werden mufste, das äufsere Feld habe in dem für den 
Conductor zu reservirenden Raumgebiet keine Dichtigkeiten, woraus 
für dieses Gebiet 4% = 0, folglich auch 4(— ois 4% =0 sich 
ergiebt. Es soll nun zuerst gezeigt werden, dafs es genügt, die Be- 
dingung (91a) nur für die Oberfläche des Conductors zu fordern, 
dafs der Verlauf durch das Innere dann durch die Larracr'sche 
Gleichung immer und nur auf eine einzige Weise bestimmt ist. 

Bei der Willkürlichkeit des äufseren Feldes bilden die Werthe 
von ( ọ) an der Oberfläche des Conductors irgend eine beliebige 
stetige Werthvertheilung. Dieser muls auch œ” sich anschliefsen. 

Nun wollen wir, anknüpfend an diese vorgeschriebenen Ober- 
flüchenwerthe, die Function o" stetig durch das Innere des Raumes 
fortsetzen. Das geht auf unendliche viele verschiedene Arten. 
Denken wir nämlich auf der Oberfläche Curven gezogen, welche 
Punkte gleichen Werthes von o" verfolgen (es sind dies die Schnitte 
der Conductorfläche mit den Niveauflächen des ursächlichen äufseren 
Feldes). In diese geschlossenen Curven als fest vorgeschriebene 
Rahmen kann man nun beliebige gekrümmte Flächen einsetzen, 
welche das Innere des Raumes durchqueren, so dafs sie einander 
nicht schneiden und um so ähnlicher verlaufen, je näher benachbart 
sie liegen. Auf jeder dieser Flächen soll 5“ denselben Werth be- 
sitzen, der auf ihrem Rahmen vorgeschrieben ist. So erhält man 
in jedem Falle eine stetige Fortsetzung der Function o" durch den 
inneren Raum. > 

Die örtlichen Schwankungen der Function können dabei be- 
liebig grofs gemacht werden. Hat man irgend einen Verlauf an- 
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gesetzt, so kann man immer einen noch veränderlicheren daraus 
machen, indem man die beschriebenen Flächen enger zusammen- 
drängt und ihnen dafür einen faltigeren Verlauf giebt. Eine obere 
Grenze für die Krausheit des übrigens immer noch stetigen Ver- 
laufes der Function ist gar nicht zu erreichen. Wohl aber kann 
man nach einem möglichst glatten Verlauf fragen, welcher sich stetig 
anschlieſst an die beliebig vorgeschriebenen Oberflächenwerthe. Ver- 
änderlich mufs ø” auf jeden Fall sein, denn ein constanter Werth 
würde unstetig gegen die Grenzwerthe stofsen. Es handelt sich jetzt 
um die Auffindung einer mathematisch definirten Gröfse, welche sich 
mit den noch unbestimmten Begriffen der Krausheit oder der Glätte 
deckt. Die Veränderlichkeit des Werthes einer stetigen Function im 
Raume ist um so gröſser, je gröfser ihre Differentialquotienten nach 
den Coordinaten an der betreffenden Stelle sind. Dabei kommt es 
nicht darauf an, ob sie negativ oder positiv sind; bei grolser Kraus- 
heit werden die Vorzeichen von Ort zu Ort häufig wechseln. Wollte 
man daher über diese Differentialquotienten summiren, so würden 
sich die Beträge gegenseitig vernichten, und die Summe oder das 
Integral wäre kein Maafsstab für die Veränderlichkeit in einem end- 
lichen Bezirke. Dies vermeidet man, wenn man die Quadrate der 
_Differentialquotienten summirt, denn diese sind immer ‚positiv, Wir 
über die Summe der Quadrate der Differentialquotienten auf, und 
geben diesem aus Gründen, die wir bald einsehen werden, den 
jedenfalls die Betrachtung nicht störenden Divisor 8 , betrachten 
also folgenden Ausdruck: 


THE -H EN e 


Das Integral ist über den ganzen Conductorraum zu erstrecken, 
dessen Volumelement mit dr bezeichnet ist. 

Suchen wir nun einen möglichst glatten Verlauf von o, so 
heilst das, wir suchen einen solchen, für den ® ein Minimum wird. 
Mindestens ein solcher mufs existiren, denn ® ist stets positiv, 
könnte nur = 0 werden, wenn im ganzen inneren Raume g” constant 
ist, was sich aber nicht mit dem stetigen Anschluls an die Ober- 
flächenwerthe verträgt. Die allgemeine Bedingung des Eintretens 
eines Maximums, Minimums oder Sattelwerthes fordert, dafs die 
Variation des Integrales verschwinde. Bei der Bildung der Variation 
haben wir an jeder Stelle des Raumes den Werth von “ um eine 
beliebige verschwindend kleine Gröfse Ae" zu verändern, doch so, 

H. v. Hstmuorsz, Theoret. Physik. Bd, IV. 9 
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dafs der veränderte Verlauf ebenfalls ein stetiger ist und sich an 
die vorgeschriebenen Oberflächenwerthe ebenfalls stetig anschmiegt. 
Darum muſs %“ eine stetige Raumfunction sein, welche überall an 
der Raumgrenze Null wird. Auch die Raumgrenzen, d. h. die Gestalt 
des Conductors wird von der Variation nicht verändert. Die Variation 
von ® ist defshalb unter dem Integralzeichen an der geschweiften 
Klammer auszuführen nach dem Schema: 
, G õp” Go" öððqg” 
I D WER) 

Die in dieser Gleichung vorgenommene Vertauschung in der 
Reihenfolge der Operationen ö und 6% % rechtfertigt sich dadurch, 
dafs die Variation des Differentialquotienten nur eine Folge der 
Variation der Function selbst ist. Es ist nämlich begrifflich ganz 
primitiv folgendermaalsen: 
EZE ES IT. ES Ze. Ge". E 

Ze KWR j: 


G KÉ KÉ 
Führt man das Binomquadrat aus und vernachlässigt das in zweitem 
SEL WW 


Grade verschwindende 


E) so bleibt nur das übrig, was in 


Gleichung (92a) angegeben ist, 
Die Variation von ® lautet nun: 


ES 2 O O, Op" ddp" ög” & ö., 7) 

90 let KÉ ðs ty dy ` T'ëäe dr ar) 
Auf die rechte Seite dürfen wir den Grern’schen Satz anwenden, 
denn sowohl œ” wie Au" sind Raumfunctionen, welche den Be- 
dingungen seiner Anwendbarkeit genügen, wenn man nach 0 “ 


integriren will. Setze also in Gleichung (75) Dog, Ëss du 
und es folgt die Gleichung: 


1 Ké op Di 
3 fürs, fe äi: de, (920) 


Das Oberflüchenintegral dieses Ausdrucks verschwindet, weil die 
Variation Ae" an der Raumgrenze verschwindet; es bleibt nur das 
Raumintegral übrig als Ausdruck für d . Das sicherlich existirende 
und hier gesuchte , für welches die Krausheit ein Minimum, mit- 
bin öp = 0 wird, mufs also der Bedingung genügen 


1 
47 JJ Jar. o. (92d) 
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Angenommen, es wäre bei dem gesuchten Verlauf der Function o" 
möglich, dafs 4% stellenweise oder überall von Null abwiche, so 
könnte man bei dem willkürlich gelassenen Verlauf der Variation 
dem Integranden in jedem Volumelement ein positives Vorzeichen 
sichern, ohne die Stetigkeit der Variation zu verletzen. Die Variation 
brauchte nur gleichartig mit dem 4% durch Null hindurchzugehen. 
Dadurch würde aber bewirkt, dafs die linke Seite von (92d) wesent- 
lich von Null verschieden wird, weil sie aus lauter gleichstimmigen 
Summanden besteht. Das ist gegen die Forderung. Also muls 
4% = U sein für den glattesten Verlauf von “. Die logische 
Consequenz ist also folgende: Da es nothwendig eine Function o" 
geben muls, welche ® bei vorgeschriebenen Oberflächenwerthen zu 
einem Minimum macht, so mufs es auch nothwendig eine Function 
(dieselbe = o) geben, welche im ganzen Raume der Larracr'schen 
Differentialgleichung genügt. 

Es fehlt unserer Beweisführung noch der Nachweis der Eindeutig- 
keit, der nun folgen soll. Wir nehmen an, es gäbe zwei verschiedene 
Verläufe, denen ein Minimum der Krausheit zukommt. Für beide 
Functionen mufs dann gelten, dafs sie ausnahmelose Integrale der 
Laruace'schen Differentialgleichung sind, und an der Oberfläche des 
Conductors stetig in die dort vorgeschriebenen Werthe übergehen. Ihre 
Differenz mufs also an der Oberfläche = 0 sein und muls im ganzen 
Innenraum der Larrace'schen Differentialgleichung genügen. Das 
ist aber auf keine andere Weise möglich, als dafs die Differenz im 
ganzen Innenraum = 0 ist. Dies geht ohne Weiteres aus Gleichung (88) 
hervor, wenn man in derselben für ø die hier angenommene 
Differenz einsetzt. Es giebt also nicht zwei verschiedene Ver- 
läufe, welche d W = 0 machen, sondern nur einen und stets einen. 
Damit füllt auch die vorher noch mögliche Bedenklichkeit fort, 
ob die Bedingung d = 0 wirklich zu einem Minimum von ® 
führt, nicht etwa zu einem Maximum oder Sattelwerth. Denn ein 
Minimum muls existiren, die übrigen Sondererscheinungen könnten 
höchstens hinzutreten als weitere Möglichkeiten, die aufserdem noch 
bestehen. Da aber aufser der einen Lösung keine andere bestehen 
kann, so liefert diese das Minimum. 

Durch diesen Beweis ist auch die eindeutige Existenz der 
Green’schen Function mathematisch begründet, während wir uns in 
$ 27 mit einer Veranschaulichung begnügten. Nämlich die damals 
mit U’ bezeichnete Function sollte an der Oberfläche des Inte- 
grationsraumes vorgeschriebene Werthe besitzen, welche durch 1/7 


gegeben waren, und im ganzen Innenraum der Larracz'schen 
9 * 
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Differentialgleichung folgen. Das ist also ein besonderer Fall des 
hier behandelten Problems. 

Nun haben wir weiter zu beweisen, dafs die Function ꝙ“ im 
ganzen Raume aufserhalb des Conductors eindeutig bestimmt ist 
durch die Angaben, dafs sie erstens an der Oberfläche des Conduc- 
tors einen vorgeschriebenen Verlauf hat, dafs sie zweitens überall 
der Lartace'schen Gleichung folgt, und dafs sie drittens in grolser 


Ferne abnimmt wie 5, wo A eine endliche Constante ist. Der Be- 


weis wird in ganz derselben Weise geführt, wie für den inneren 
Raum. Wir suchen einen stetigen Verlauf, für welchen der Aus- 
druck & ein Minimum wird, also A ® verschwindet. Als Integrations- 
raum ist dabei diesmal der äufsere Raum zu nehmen, welchen wir 
begrenzt denken durch eine Kugelfläche von so grofsem Radius R, 
dafs ꝙ“ dort gleich A/R gesetzt werden darf. Die Variation ôg” 
hat man dann sowohl an der Conductorfläche als auch an der fernen 
Kugelfläche = 0 zu setzen. Die Umformung von de % mittels des 
Greern’schen Satzes liefert dann noch ein Oberflächenintegral über 
diese Kugel, welches aber ebenfalls verschwindet, so dafs sich auch 
hier ergiebt, dafs der Verlauf, welcher d zum Verschwinden bringt 
zugleich der Bedingung 4% 0 genügt. Auch die Eindeutigkeit 
dieses Verlaufes ist ebenso zu beweisen wie vorher. Ein Umstand 
indessen bedarf einer besonderen Betrachtung. 


Wenn von einem Minimum von ® die Rede sein soll, so muls 
® selbst endlich sein und bleiben, auch wenn man die ferne Kugel- 
fläche unendlich weit hinausrückt. Nun kann man ® selbst auch 
nach dem Gpgrs schen Satze umformen, wie wir das bereits in § 25 
gethan haben. Es ist dann: 


1 "TE, ö. 1 7 Di 


Das Raumintegral verschwindet wegen Ae" = 0. Das Oberflächen- 
integral zerfällt in einen endlichen Theil über die Conductor- 
fläche und einen noch fraglichen Theil über die ferne Kugel- 
fläche. Die Flächenelemente dieser Kugel sind ds = R?do, ferner 


x Keis, du" Op" 4 SCT 
ist Agent eet T TA „m mithin das Kugel- 
flächenintegral 


1 4? A 
mn — uns 8 
67. J Tl e 
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Dies verschwindet aber für R= , und ® reducirt sich auf das 
Integral über die Conductoroberfläche, ist mithin endlich. Der Aus- 
druck ®, integrirt über den ganzen Raum, sowohl den inneren im 
Conductor, wie den äufseren, stellt, wie wir schon früher erwähnten, 
die elektrische Energie dar derjenigen Flächenbelegung, von welcher 
das Potential /“ herrührt, und wir haben jetzt gesehen, dafs die 
Gleichgewichtsbedingungen zu demjenigen Verlauf führen, für welchen 
® ein Minimum ist, sowohl innen wie aufsen. Dadurch sind die 
Gleichgewichtszustände, ebenso wie die der Mechanik an ein Mini- 
mum der potentiellen Energie, hier an ein Minimum der elektrischen 
Energie geknüpft. 

Von der abgespaltenen Potentialfunction o" haben wir nur zu 
sagen, dals ihre Auffindung ein besonders einfacher Specialfall des 
hier bereits behandelten ist. Es soll “ so bestimmt werden, dafs 
es in dem Conductor einen constanten Werth hat (auf der „Oberfläche 
des Conductors“ würde genügen) im ganzen Raum der Bedingung 
4% = 0 folgt und in groſser Entfernung verschwindet reciprok dem 
Abstand. 

Hiermit ist der mathematische Nachweis geführt, dafs es stets 
eine und nur eine Gleichgewichtsvertheilung auf einem Conductor 
giebt, der in ein gegebenes äufseres Feld gebracht wird. In den 
Fällen, wo es gelingt, die Function 9 = p” + p” explicite zu be- 
rechnen, findet man die Oberflächenbelegung d des Conductors dann 
aus der uns schon bekannten Formel 


Gel, El 


On, Ôn, 


Zweites Kapitel. 
Theorie der elektrischen Bilder. 


§ 31. Kugelförmige Conductoren. Zwei Methoden zur Auf- 
findung des elektrischen Gleichgewichts. 


Der im vorigen Paragraphen gelieferte Nachweis giebt keinen 
Weg an, wie man im einzelnen Falle die Vertheilung der Elektri- 
eität auf dem Leiter und das dazu gehörige Potential finden kann. 
Solche Wege zur vollständigen Lösung des Problems hat man nur 
für einzelne besonders einfache Gestalten des Leiters gefunden. Für 
die Kugelgestalt aber besitzen wir zwei verschiedene Methoden, die 
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zum Ziel führen und je nach der Stellung der Aufgabe ihre ver- 
schiedenen Vorzüge bieten. Die eine Methode, die wir zuerst be- 
trachten wollen, und welche namentlich dann von Nutzen ist, wenn 
das äufsere influenzirende Feld durch festliegende bekannte elek- 
trische Quanta angegeben wird, ist gegründet auf die Theorie der 
elektrischen Bilder, einer reciproken Abbildung der äufseren festen 
Ladungen durch ein System von inneren nur gedachten Ladungen, 
deren Wirkung im äufseren Raum aber diejenige der entstehenden 
Gleichgewichtsvertheilung vollkommen ersetzt. Durch das Princip 
dieser Abbildungen gelingt es dann noch weiter, aus bekannten 
Gleichgewichtsvertheilungen neue abzuleiten, 


Die andere Methode, welche bei beliebig vorgeschriebenem 
Potential des influenzirenden Feldes den Vorzug verdient, benützt 
die Theorie der Kugelfunctionen. Durch eine Summe — eventuell 
eine unendliche convergirende Reihe — solcher Kugelfunction kann 
man erstens jeden beliebigen Werthverlauf auf einer Kugelfläche 
darstellen, zweitens aber kann man diese Functionen so in den 
äufseren oder inneren Raum der Kugel fortsetzen, dafs sie dort 
der LrLAcHschen Differentialgleichung genügen. 

In dem einfachsten Falle, in welchem kein äufseres influen- 
zierndes Feld vorhanden ist, sondern nur ein isolirter kugelförmiger 
Conductor, welchem eine gewisse Ladung mitgetheilt ist, kann man 
die Gleichgewichtsvertheilung ohne Weiteres errathen. Wegen der 
allseitigen Symmetrie der Kugel mufs sich die Ladung mit gleich- 
mäfsiger Dichtigkeit über die ganze Oberfläche vertheilen. Be- 
zeichnet R den Radius der leitenden Kugel, e die Gesammtladung, so 
ist die gleichförmige Oberflächendichtigkeit e 


e 
6 = Tn RT . (98) 


Es ist also hier diejenige Vertheilung realisirt, welche bereits in 
§ 15 betrachtet wurde. Das von ihr ausgehende Feld besitzt im 
äufseren Raum das Potential 


e SE 
E fürr>R, (93a) 


im inneren den constanten Werth 


e 
pı = p7 Au Re. 93 b) 
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Wenn in diesem Falle umgekehrter Weise das Potential p, an- 
gegeben ist bis zu welchem die Kugel geladen ist, so berechnet man 
daraus die erforderliche Ladungsmenge 


e R. . (930) 
und die sich bildende Flächendichtigkeit 


. (98d) 


Damit ist das Gleichgewichtsproblem für diesen einfachsten Fall 
vollständig gelöst. 

Die Gleichung (93c) ist ein besonderer Fall einer für jeden 
beliebig gestalteten Conductor gültigen Beziehnng zwischen seiner 
Gesammtladung und dem dadurch hervorgebrachten Potentialwerth. 
Stellt man nämlich irgend einen isolierten Conductor für sich allein 
in den Raum und beladet ihn der Reihe nach mit verschiedenen 
Quantis e, so bilden sich dabei um ihn herum Felder von ver- 
schiedener Stärke, aber immer von der gleichen Gestalt der Niveau- 
flächen aus. Die Potentialwerthe sind überall, mithin auch auf und 
in dem Conductor, proportional der Ladung. Es gilt deshalb die 
Gleichung 

e = 0 pi (93 e) 
Den Proportionalitätsfactor C, welcher die Dimension einer Länge 
hat, nennt man die Capacität des Conductors. Für kugelförmige 
Conductoren ist nach Gleichung (93c) die Capacität gleich dem 
Kugelradius, 


§ 82. Elektrisches Bild eines geladenen Punktes in Bezug auf 
eine Kugel. 


Wir stellen uns jetzt vor, dafs das äufsere Feld, in welches die 
leitende Kugel hineingebracht werden soll, von einer einzigen Punkt- 
ladung herrührt, welche die Elektricitätsmenge e trägt. Das Potential 
ist daun für das noch nicht durch den Leiter gestörte Feld: 


p =+, (94) 


wo r den Abstand von dem geladenen Punkt bezeichnet. Die leitende 
Kugel, vom Radius R, werde so aufgestellt, dals ihr Centrum den 
Abstand p von jenem Punkt hat. Es mufs dann p > R sein. Ob 
die Kugel von vorn herein mit einer überschüssigen Ladung ver- 
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schen ist, oder nicht, können wir zunächst unbestimmt lassen. Jeden- 
falls mufs sich auf ihr eine Vertheilung herstellen, welche allein 
ohne den Punkt e ein Feld erzeugt, dessen Potential 9 dadurch 
bestimmt ist, dafs auf der ganzen Kugelfläche (und folglich auch im 
ganzen inneren Kugelraum) die Bedingung 

p + p' = Constans E (95) 


erfüllt ist, wie dies für jede Gestalt des Conductors gelten muls. 

Auch die Trennung des Potentials o" in zwei Theile "= p” + g”, 

entsprechend einer Superposition zweier besonderer Flächenbelegungen 

können wir, wie im allgemeinen Falle, vornehmen und für die ein- 
zelnen Theile verlangen: 

CET WH (95 a) 

g” = Constans. (95 b) 


Zunächst suchen wir das Potential “. Dazu hilft uns ein be- 
kannter geometrischer Satz: 


Fig. 1. 


Zeichnet man (Figur 7) auf dem Strahle vom Kugelcentrum 
nach dem äufseren geladenen Punkte e denjenigen innerhalb ge- 
legenen Punkt, dessen Abstand p” durch die Relation 

p-p"= R? (96) 
bestimmt ist, so haben die Abstände r und r” aller Kugelflächen- 
elemente von dem äufseren und von dem inneren Punkte das gleiche 
Längenverhältnifs. Den Werth dieses Verhältnisses kann man 
bequem ablesen an den beiden Polen der Kugelfläche, welche in 
gerader Linie mit den beiden Punkten liegen. Für diese ist 


r=pFR ud r“ = R. 
Mithin ist für jede beliebige Stelle der Kugelfläche: 
E e PER p 
77 r KB 
r Ie N = R 
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Diese Gleichung kann man auch so schreiben: 
1 KEN 
let 
oder nach Erweiterung mit dem Werthe der Punktladung e: 
R 
ee 
+ ——=0. (97) 


r 1 


Der erste Summand giebt das Potential p der äufseren Punkt- 
ladung, der zweite Summand hat ebenfalls die Form des Potentials 
einer Punktladung. Diese mufs in dem innerhalb gelegenen reci- 
proken Bildpunkte gedacht werden, ihre Stärke ist 


R 
e“ ee 97a 
= (97a) 


oder nach Elimination von R mittels Gleichung (96) 


n H 
e = — — e, 97 b 


also von entgegengesetztem Vorzeichen und geringerem Betrage als 
die wirkliche äufsere Ladung e. Wir nennen sie das elektrische 
Bild von e in Bezug auf die Kugel. Diese Punktladung e“ ist nicht 
reell vorhanden, das Bild ist ein virtuelles, um einen in der Optik 
gebräuchlichen Ausdruck zu gebrauchen. Uebrigens stimmt die Lage 
von e“ nicht etwa mit der des virtuellen optischen Bildes in der 
spiegelnden Kugel überein. Durch die Auffindung der Gleichung (97) 
haben wir nun sofort die Bedingung (95 a) befriedigt. Wir brauchen 
nur im äufseren Raume bis an die Kugelfläche heran zu setzen: 


ee, o 


im Innern der Kugel aber 
D e 

p; =— ER (98 a) 
so haben wir ein Potential p” gefunden, welches allen Bedingungen 
genügt; und da wir wissen, dafs es nur eine eindeutige Lösung 
geben kann, so ist es diese hier. Die beiden Functionsformen (98) 
und (98a) gehen an der Kugelfläche stetig in einander über zufolge 
Gleichung (97), aber die Differentialquotienten nach der Normale 
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an der Kugelfläche sind unstetig, aus der Gröfse ihres Sprunges 
kann man die Flächendichtigkeit der Belegung erkennen, von welcher 
das Potential 9” herrührt. 


Es mag nebenbei bemerkt sein, dafs durch die soeben ge- 
fundenen Potentiale zugleich auch die sogenannte Guprs sche Function, 
von welcher in § 27 die Rede war, für den Fall einer kugelförmigen 
Begrenzung des dort betrachteten Integrationsraumes gegeben ist. 
Wir brauchen nur in dem inneren Punkte die Ladung e”=1 an- 
zunehmen und dem entsprechend nach Gleichung (97a) in dem 


äufseren Punkte die Ladung e — K. so genügt die Function: 


2 


2 
R 1 
"SÉ Se (08) 


Dar 
7 


allen Bedingungen, welche wir an die Gnrrssche Function stellten, 
denn sie wird in einem inneren Punkte unendlich, wie der reciproke 
Abstand 1/r”, ist an der ganzen Oberfläche gleich Null [nach Glei- 
chung (97)], und folgt mit Ausnahme der Unendlichkeitsstelle im 
ganzen Kugelraum der Larzaor'schen Differentialgleichung. 

Nach dieser Abschweifung auf ein früher behandeltes Gebiet 
kehren wir zu unserem Gleichgewichtsproblem auf der leitenden 
Kugel unter Anwesenheit eines influenzirenden äufseren geladenen 
Punktes zurück und finden da noch die zweite Bedingung (95 b) zu 
befriedigen. 

Dieses Potential o" kann nur von einer gleichförmigen Be- 
legung der Kugelfläche herrühren, deren Gesammtmenge wir mit e“ 
bezeichnen. Im äufseren Raume wirkt diese wie eine Punktladung e“ 
des Kugelcentrums, im inneren Raume erzeugt sie überall den con- 
stanten Potentialwerth, welchen das äufsere Potential an der Fläche 
selbst annimmt. Nennen wir also s den Abstand eines beliebigen 
Raumortes vom Kugelcentrum, so ist aufsen: 


m 


De 
gie 4 (100) 
und innen 
gees: (100 a) 


Das gesammte Potential in dem aufserhalb der Kugel liegenden 
Raume ist demnach 
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R 
en aon) 


r” 8 


e 
N 


wührend es im Inneren der Kugel allein durch (100 a) bestimmt wird. 
Bezeichnet man den Winkel zwischen dem Strahle s und der 
gemeinsamen Richtung der beiden Strahlen p und p” mit 9, so kann 
man Gleichung (101) ausführlicher schreiben: 
R 


e trt 

e p E \ 

Pa = gege a ~ 1 mt (101a) 
Yp? + 25 cos 9 (EE e 


oder nach einer leichten Umformung des zweiten Gliedes: 


HI 


e e 


SS Yp” + = 2 s cos ó = Free 
R? 


Wichtig für die Beurtheilung der Flächendichtigkeit auf der 
Kugel ist der nach der Variabelen s genommene Differentialquotient 
von p,, weil die Richtung des wachsenden s normal auf der Kugel- 
fläche steht. Man findet aus (101b): 


p° 
de, elo — p cos 9) e (Frs — poos 2) E (102) 
E EE gees L 
ôs Vp?!+s?—2pscos Ve gees 


anderseits ist natürlich un = 0. Bildet man also den Ausdruck (102) 


für den Werth s = R, also dicht an der Kugelfläche, so mufs er 
den Werth von — 4 re darstellen als Function des Polarwinkels >. 
Man findet 


FK: m 
„„ (108) 


DRIESCH 

Wir wollen zwei besondere Fälle hervorheben. 

1. Die leitende Kugel sei durch einen dünnen Draht mit der 
Erde verbunden, so dafs auf ihr und in ihr das Potential Null 
herrscht. Dann ist in Gleichung (95), folglich auch in (95 b) die 
Constante gleich Null, mithin auch 

ges 0. 
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Die Belegung der Kugel wirkt dann im äufseren Raume so, wie 
der reciproke Bildpunkt allein ohne Ladung des Mittelpunktes. 
Die Flächenbelegung wird dann nach (103) auf allen Zonen der 
Kugel negativ, am stärksten für 9 = 0, am schwächsten für d = m. 
Man sagt dem entsprechend im gewöhnlichen Sprachgebrauch, die 
Nähe des positiv geladenen Punktes e ziehe aus der Erde durch 
den Draht ein gewisses Quantum negativer Elektricitüt auf die 
Kugelfläche. Die herangezogene Menge ist die virtuelle Ladung 


des Bildpunktes, also gleich — Ze. Dasselbe findet man auch, 


wenn man den durch das erste Glied rechts der Gleichung (103) 
gegebenen Ausdruck der Flächendichtigkeit über sämmtliche Zonen 
der Kugel integrirt. 

2. Die leitende Kugel sei isolirt und ohne überschüssige Ladung, 
so dals die Summe der durch Influenz getrennten Elektricitäten 
auf ihr gleich Null ist. Dann muß auch die Summe der jene 
Flächenbelegungen ersetzenden inneren virtuellen Punkte gleich 
Null sein, e“ + ges 0, oder nach Gleichung (97a): 


R 
e, e. 104 
= (104) 
Die durch Influenz getrennten Flächenbelegungen auf der Kugel 
wirken dann im äufseren Raume, wie ein Paar engegengesetzt 
gleicher Punktladungen von der Gröſse Ze; die positive liegt im 


Centrum, die negative im reciproken Bildpunkt der äufseren Ladung e. 
Das Potential, welches nach Eintritt des Gleichgewichtes in der 
ganzen Kugel herrscht, findet man aus Gleichung (100a) unter Hin- 
blick auf (104): 


e 
Metz; (104 a) 
es ist also eben so grols, wie es am Orte des Kugelcentrums war, 
bevor die leitende Kugel in das Feld der Punktladung e gebracht 


wurde. Von Interesse ist die Vertheilung der Flächendichtigkeit e in 
diesem Falle. Die Gleichung (108) liefert, wenn man zur Abkürzung 


yR +p- 2 Rp cos d =r 
setzt, unter Hinblick auf (104): 


F 


ee RB R 757 
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Dieser Ausdruck ist für den der äufseren Ladung e zugekehrten 
Kugelpol negativ, denn dort ist r = (p — R), also 


e (pr R’—p(p®— . e: (3p — N 
. = — 8 104 

‘RO pi Por 040 

An dem abgekehrten Kugelpol ist e positiv, denn dort ist 
r=p + R, also 

2 — ' 
(Are) wm EB RIESEN (104d) 
Om 


(4 ze) = 
9 0 


Dazwischen, auf einem Parallelkreise von bestimmtem Winkel &, 
muls der Zeichenwechsel der Belegung stattfinden. Dort muſs e = 0 
sein, man findet also für den zugehörigen Abstand r = F aus (104 b) 
die Bedingung 

7? = Ri (104 6) 


unabhängig von der Stärke der äufseren Punktladung. 
Die Länge t der Tangente vom geladenen Punkt an die Kugel 


ist gegeben durch 
t = R; 


t = t-(p?— R’). 


Nun ist immer ż < p, folglich lehrt der Vergleich dieses Ausdruckes 
für tes mit demjenigen für "7 in (104e), dafs immer F t ist. Das 
Gebiet der negativen Belegung erstreckt sich also etwas weiter als 
die vom äufseren Punkt e aus sichtbare Calotte der Kugel. Bei großer 
Entfernung freilich nähern sich beide Calotten der halben Kugel- 
oberfläche. 


es ist also 


§ 33. Elektrische Bilder in Bezug auf unendliche 
leitende Ebenen. 


Läfst man den Radius R der leitenden Kugel über alle Grenzen 
wachsen, während der dem äufseren Punkt zugekehrte Pol der Kugel 
unveränderte Lage behält, so wächst auch p über alle Grenzen, das 
Verhältnifs R /p nähert sich dem Werthe 1, während p — R = einen 
festen endlichen Werth behält. Die Kugelfläche geht dann in eine 
unendliche Ebene über, der Bildpunkt von + e nimmt die Stärke 
— e an und rückt ebenfalls in den Abstand h auf der anderen Seite 
der Ebene, so dals sich in diesem Falle das elektrische Bild mit 
virtuellen optischen Bilde hinter einem ebenen Spiegel deckt (Figur 8). 
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Das Potential der bis in's Unendliche reichenden leitenden Ebene 
mufs Null sein, und derselbe Werth herrscht jenseits hinter der Ebene. 
Vor ihr aber ist 

(105) 


Ze 


e 
Lee 


in einem Punkte, welcher von der reellen Ladung den Abstand r, 
von deren virtuellem Bild den 
Abstand r’ besitzt. Legen wir die 
x-Achse durch e senkrecht zur 
leitenden Ebene, den Nullpunkt in 
diese Ebene, die positive Richtung 
nach e hin und bezeichnen den 
seitlichen Abstand des Punktes, 
in welchem wir p angeben wollen, von der z-Achse mit y, 
so ist 


Fig. 8. 


an 8 (105 a) 
-n-i EEN 
folglich 
0 e e(h + z) 


Dies wird hart an der Ebene æ = 0 
gei ` — T 
F * l, =+0 = Yh ty 
Auf der anderen Seite der belegten Fläche ist GI 0. 
Daher ist die Flächendichtigkeit e gegeben durch 


3 
6 e ee (105 b) 


W lee 


Im letzten Ausdruck bedeutet œ den Winkel, unter welchem 
der Strahl vom geladenen Punkt nach dem influenzirten Flächen- 
element, in welchem die Dichtigkeit e herrscht, gegen die negative 
x-Richtung geneigt ist. Man sieht, dafs mit wachsendem Winkel e 
die Dichtigkeit der überall negativen Belegung der Ebene rasch ab- 
nimmt. Man braucht deſshalb in der Praxis, um die hier berechneten 
Verhältnisse zu verwirklichen, keine unendlich groſse leitende Ebene, 
sondern es genügt ein zur Erde abgeleiteter ebener Metallschirm, 
dessen Linearmaalse nur groſs gegenüber dem Abstand A sind. 
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Auch das elektrische Feld einer Punktladung in einem Raume, 
welcher durch zwei rechtwinklig zusammenstofsende ebene Metall- 
wände abgeschlossen ist (Raumquadrant), kann man mit Hülfe der 
Spiegelbilder leicht angeben 
(Figur 9). Es sind dazu 
erstens die beiden Spiegel- 
bilder nöthig, welche sich auf 
die beiden einzelnen jenseits 
der Kante bis ins Unendliche 
fortgesetzt gedachten Ebenen 
beziehen; diese beiden haben 
jedes die Stärke —e. Ferner 
aber ist in dem vierten 
Quadranten noch ein virtueller Bildpunkt von der Stärke +e 
nöthig. Das Feld dieser vier Punktladungen ist in dem Raum- 
quadranten zwischen den beiden Metallwänden identisch mit dem 
thatsächlich dort herrschenden. Hinter dem Eckschirm, d. h. auf 
dessen convexer Seite herrscht in Wirklichkeit überall das Potential 
Null, dort gelten also die Felder der virtuellen Bildpunkte nicht. 

Nehmen wir die Ebene, in welcher die reelle Punktladung und 
ihre drei Spiegelbilder liegen, zur & y-Ebene, die Schnitte der beiden 
Metallwände zur positiven æ und y-Axe, die Kante (senkrecht zum 
Papier in Figur 9) zur x-Axe, und numeriren wir der Reihe nach 
die Abstände eines Raumpunktes (v, y, x) von den vier Punktladungen 
mit r) fa "a rẹ so ist das Potential für positive æ und y 


Fig. 9. 


e e e 
1 4 75 
nes V- , - r= VT T 
r, = Vr T + - Li r,= V@— a+ I +H 


wobei a, b, O die Coordinaten des geladenen Punktes sind. 
Daraus folgt 


ð eu -a) elc+a) e@+a ” e@—a) 
ee 


A DA 775 N 


E 
Ce (106) 


| (106 a) 


Ze ERD, L.) _eu+b) „ut, 
A 


Von besonderem Interesse sind die Werthe dieser Differential- 
quotienten an den beiden Metallwänden selbst. 
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Für v = 0 wird r, =r, und r, =r, mithin: 


92 2ea 2ea 1 1 
KZJ Sea" kk * rn ER [m 2 7] SC 
Für y = 0 wird r, =r, und r, =r,, mithin: (106 b) 
SE) 2eb an 1 1 170 
— 4 — — — 0. 
(a 11 r’ ok 15 g 


Daraus kann man die influenzirten überall negativen Flächen- 
belegungen der beiden Schirmwände ablesen, denn hinter dem Schirm 
ist | 57 = (32) = 0, also geben die vorstehenden beiden 
T /z=-0 Ou y=-0 

Ausdrücke direct die Werthe von — 4e. Man bemerkt, dafs die 
Dichtigkeit in der concaven Kante auf Null herunter geht, weil 
dort r) =r, =r, =r, wird. Auch läfst sich zeigen, dafs die maximale 
Dichtigkeit auf beiden Wänden nicht normal vor der Punktladung, 
sondern etwas verschoben in der Richtung aus der Ecke heraus 
zu finden ist. 

In gleicher Weise lassen sich Er kg Probleme für zwei 


Wände, welche einen Winkel von 7 A 7 sn 


handeln. Die Felder in den immer enger werdenden Raumfächern 
zwischen den zwei leitenden Wänden lassen sich durch 6, 8, 


. etc. einschlielsen, be- 


Fig. 10. Fig. 11. 


gleich stark und paarweise entgegengesetzt geladene Punkte (zu 
denen auch der eine reelle gehört) darstellen. Die Figuren 10 
und 11 mögen zur Anschauung genügen. Sobald aber der Winkel 
nicht ein einfacher Bruchtheil von ist, versagt diese Methode, denn 
man müfste dann unzählig viele Bildpunkte berücksichtigen, welche 
alle auf einem Kreis um die Schnittkante der beiden Wände an- 
geordnet liegen. 

Endlich wollen wir das Feld betrachten, welches ein geladener 
Punkt zwischen zwei parallelen leitenden Wänden hervorruft. Auch 
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hier sind unzählig viele Spiegelbilder nach beiden Seiten hin zu 
Hülfe zu nehmen, wie Figur 12 veranschaulicht. Diese sind auch 
alle von gleicher Stärke und abwechselndem Vorzeichen und liegen 
auf derselben geraden Linie senkrecht zu den Wänden. Darum 
kann man das Potential in dem Raum zwischen den beiden Parallel- 
ebenen nur in Form unendlicher convergenter Reihen darstellen, 
deren einzelne Glieder mit abwechselnden Vorzeichen die Ladung + e 
des Bildes, dividirt durch den wachsenden Abstand eines beliebigen 
Punktes im Zwischenraum von dieser Bilderreihe bildet. Für Punkte 
in der Axe sind diese Reihen am einfachsten: Der geladene Punkt 
und die Bilderreihe mögen auf der æ-Axe liegen, deren Nullpunkt 


Fig. 12. 


in der leitenden Ebene links. Der geladene Punkt habe die Abscisse a 
und der Abstand der Parallelebene sei . Dann ist das Potential 
in einem Punkte zwischen den Ebenen (Uz Ch 


e E e D 
Le erh Der Niere 
ME EE, EENS, SS 
S Ën Beef ieee ` lte ` (107) 
e e e 
Tears len aA 
E, E ccc 
a TW 2itaot 4l tata bilitat ~ 
Bezeichnet man zur Abkürzung 
æ— a * ＋ a 
27 , 27 =ß, (107 a) 


wo e und f stets echte Brüche sind, so kann man den vorstehen- 
den Ausdruck folgendermaafsen schreiben: 


H, v. Hxımuorsz, Theoret, Physik, Bd. IV. 10 
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e e 
P= =a ape 
1 1 1 
er er zu 
Ta Vo GE MEIER pe (107b) 
LS -ß — 6 cÉ 
+7 Be EE E 1 
1＋ D 
1 1 1 
GË E Mk EE nr 


Die positiven Glieder dieser vier unendlichen Reihen sowie die 
negativen Glieder bilden für sich allein divergente Reihen, deren 
Werthe unendlich werden. Wenn man aber die positiven und 
negativen Glieder von gleicher Ordnungszahl zusammenfafst, so 
erhält man eine convergente Reihe von bestimmtem Werthe, also 
eine endliche Function von x. Solche bedingt convergente Reihen 
mit abwechselndem Vorzeichen, deren Summenwerth durchaus von 
der Reihenfolge der Zusammenfassung abhängt, kann man zur Dar- 
stellung physikalischer Functionen nur dann brauchen, wenn für die 
Art der Reihenfolge der Glieder ein innerer Grund vorliegt. Das 
ist nun hier der Fall. Wenn man nämlich zur Auffindung der 
successiven Spiegelbilder schreitet, so kommt man zu immer ent- 
fernteren Punkten von immer schwächerem Einflufs, so dafs man 
nach einer hinreichenden Menge von Bildpunkten abbrechen darf. 
Dann hat man aber immer ebensoviel positive wie negative Bildpunkte 
zu berücksichtigen und defshalb ist die Zusammenfassung der Paare 
von gleicher Ordnungszahl die einzig gerechtfertigte. 


& 34. Influenzirung einer leitenden Kugel durch ein festes 
äufseres Ladungsgebilde. Zwei leitende Kugeln. 


In 8 32 haben wir nur das reciproke Bild eines einzigen ge- 
ladenen Punktes in Bezug auf eine Kugel gesucht. Zunächst ist 
klar, dals eine feste Gruppirung von mehreren äufseren Punkt- 
ladungen eine nach der Regel der reciproken Abbildung aufzufindende 
Gruppe von inneren Bildpunkten mit entgegengesetzten und im 


jeweiligen Verhältnifs z oder 75 reducirten Ladungen besitzt, 
mit deren Hülfe man das elektrische Feld darstellen kann, welches 
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die festen äufseren Ladungen zusammen mit der Influenzvertheilung 
auf der leitenden Kugel im äufseren Raume erzeugen. Man kann 
auch zu continuirlich verbreiteten auf Linien, Flächen oder in 
Räumen festliegenden Ladungen übergehen und deren reciproke 
Bilder in der Kugel aufsuchen zum Zweck der Felddarstellung im 
Aufsenraum. Bedingung ist dabei nur, dafs die Influenzladung der 
leitenden Kugel nicht wieder rückwärts vertheilend auf die äufseren 
Ladungen wirkt. Letztere müssen also entweder auf sehr kleinen 
getrennten Körpern, oder aber auf vollkommenen Isolatoren be- 
findlich gedacht werden. Wie die Bilder der einfachsten geometrischen 
Objecte gestaltet sind, werden wir im nächsten Paragraphen aus- 
führen. 

Ein Beispiel, in welchem man das Feld zwischen zwei influenzir- 
baren Leitern durch eine Reihe von successiven Bildern finden kann, 
bilden zwei Kugeln, deren eine vom Radius R, wir uns zur Erde 
abgeleitet denken, während wir die andere vom Radius A, isolirt 
und mit der positiven Menge e, beladen annehmen. Der Abstand 
beider Kugelcentra sei % Die Kugeln sollen sich ausschlieſsen, 
also 5% > R, +R, Man kann dann folgende Reihe von Ueber- 
legungen anstellen, welche Anwendungen der beiden Sonderfälle des 
8 82 sind. 

1. Zunächst wirkt die geladene Kugel 2 wie eine Punkt- 
ladung e, in ihrem Centrum. Deren Bild in der Kugel 1 hat die 
Stärke 


EE A ĉo (108) 
Po 
und liegt auf der Centrallinie im Abstand 
wm 108 
Pı D (108a) 


vom Centrum der Kugel 1. 

2. Diese Ladung e, wirkt rückwärts influenzirend auf die isolirte 
Kugel 2. Diese Rückwirkung wird dargestellt durch das Bild von e, 
in der Kugel 2 von der Stärke 


Ki WC? Kl 


we 
an (108b) 


im Abstand 


= — (1 08 c) 


10* 
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vom Centrum der Kugel 2. Aufserdem kommt aber in deren Centrum 
selbst noch die Punktladung — e, hinzu, da diese Kugel isolirt und 
von der Gesammtladung e, bleiben mufs. 

3. Die beiden Punkte e, und — e, erzeugen wieder zwei Bilder 
in der Kugel 1. Das Bild des ersten hat die Stärke 


a N, = — SE, 108d 
ês PM " Po (Po — P1) (Po — Pa) fo ( ) 
und liegt im Abstand 
2 108 
SE Po — Pa i ( d 
Das Bild des zweiten füllt örtlich mit e, zusammen und hat die 
Stärke 
E 108 
Be Po “ Po (Po Fi) 5 BS 


4. Es sind die Bilder von e, und e, in der Kugel 2 zu bilden. 
Diese sind 


JJC 
“ Po — Ps SE Po (Po — P1) (Po — Pa) (Po — Ps) 6 8 
im Abstand Es 11 
P = DST? ( ) 
und P 
E Wee WE 108i 
“ Po —Pı “ 0 (Po — P1) (Po — Pa) es ( u 


im Abstand p,, also zusammenfallend mit e, 

Aufserdem kommt im Centrum der isolirten Kugel noch die 
Punktladung — (e, e,) hinzu. Von diesen drei Punkten sind dann 
wieder die Bilder in der Kugel 1 zu suchen. Zwei derselben 
e, und e,” fallen über die dort bereits vorhandenen Punkte e, und es, 
während e,, das Bild von e,, einen neuen Ort im Abstand p, ein- 
nimmt. In dieser Weise hat man fortzufahren. Die Abstände der 
neuen Bildpunkte von den Centren werden zwar grölser, aber die 
Bildpunkte rücken dichter und dichter zusammen und sie kommen 
über zwei gewisse Grenzen ie und 5, welche in beiden Kugeln 
merklich < R, resp. < R, bleiben, nie hinaus. Die Stärke der 
Punktladungen aber nimmt successive ab, weil jede folgende aus der 
vorigen durch Multiplikation mit einem echten Bruch hervorgeht, 
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R, 


welcher kleiner als SL resp. —- ist, und weil die über einander 


1% 2% 
fallenden Bilder überdies immer im Zeichen wechseln. 

Wenn der Abstand p, einigermaalsen groſs gegen beide, oder 
auch nur gegen einen der beiden Radien ist, so convergiren die 
Summen sehr schnell und man kann sich mit einer geringen Anzahl 
der ersten Glieder der successiven Bilderreihe begnügen. Wenn 
sich aber die Kugeln fast berühren, so convergiren die Reihen sehr 
langsam, und man muls zu ihrer Berechnung besondere mathematische 
Kunstgriffe anwenden. Die Theorie dieses Problems wurde von 
G. Kırcuuorr (ORELLE’s Journ. 59) vollständig durchgeführt. 


8 35. Reciproke Bilder der einfachsten geometrischen Ob- 
jecte. Winkeltreue oder Aehnlichkeit der kleinsten Theilchen 
in Bild und Object. 


Bevor wir zu einer neuen Anwendung der reciproken Bilder für 
die Theorie der Elektrostatik auf leitenden Oberflächen übergehen, 
ist es nützlich, die einfachsten Fälle der Object- und Bildgestalten 
und ein allgemeines Gesetz dieser Abbildung zu betrachten. Der 
Uebersichtlichkeit der Figuren wegen wollen wir dabei immer die 
Objecte ganz aufserhalb der abbildenden Kugel, die Bilder also 
ganz im Innenraum annehmen, obwohl diese Beschränkung nicht 
im Wesen der Sache liegt. Es gelten dieselben Gesetze auch für 
Gebilde, welche theils aufserhalb, theils innerhalb der Kugelfläche 
liegen, deren Bilder defshalb theils nach innen, theils nach aufsen 
fallen. 

1. Bild einer Ebene. In Figur 13 ist ein Kreis um den 
Mittelpunkt 0 geschlagen. Dessen Radius sei O S = R, Aufserhalb 
läuft eine gerade Linie, auf der ein beliebiger Punkt P ausgewählt 
ist, während A der Fufspunkt des Lotes von O auf dieser Linie ist. 
Von den beiden Punkten A und P sind die reciproken Bilder 4“ 
und P’ angegeben. Nennen wir 


OA=a, OA! -d, OP=p, OP sp, 
so ist also 
TH a R (109) 


oder p':a'= a:p. Daraus folgt die Aehnlichkeit der beiden Drei- 
ecke OP A" und OAP. Da nun bei A ein rechter Winkel liegt, 
liegt auch bei P’ ein solcher. Durchläuft also P die gerade Linie, 
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so folgt P' auf demselben Strahle O P, stets die Strecke OA’ unter 
einem rechten Winkel erfassend, d. h. P läuft auf dem Kreise, 
dessen Durchmesser OA’ ist. Dem unendlich fernen Punkte der 
Geraden entspricht als Bild das Centrum O. Der Radius des Bild- 
kreises ist J 0 4, das ist gleich R?/2a. Dreht man nun die Figur 
um die Axe OA, so beschreibt der Kreis um 0 die abbildende 
Kugel vom Radius R, die gerade Linie AP beschreibt eine Ebene 
im Raume, welche von O den Normalabstand O.A besitzt, und der 
Bildkreis über O A’ beschreibt als Bild jener Ebene eine Kugel. 


Fig. 13. Fig. 14. 


2. Bild einer Kugel. In Figur 14 haben wir denselben ab- 
bildenden Kreis vom Radius R um den Punkt O, als Object aber 
einen Kreis um den Punkt ©. Die Centrale O C schneidet ihn in 
dem Durchmesser AB, ein beliebiger Strahl von O aus schneidet 
ihn in der Sehne PQ, endlich sei noch die Tangente OT bemerkt. 

Von den Punkten ABPQT sind die reciproken Bildpunkte 
A RP OT construirt. Bezeichnen wir: 


042 4a 08 5 OPP OO Z= Of si 
OA=a O- OP Y OQ=gť OT=t, 
so ist wegen des Gesetzes der Abbildung 


a'd = 5. b H dd si: ss N. (110) 
Anderseits ist wegen der Kreisgestalt des Objectes 
a · ETH =Ë. (110a) 


Setzt man in diese letzte Relation mit Hülfe der vorhergehenden 
die gestrichelten Gröfsen ein, so erhält man: 
R? R? R? R? R* 
1 
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was nichts Anderes aussagt, als 
Eé = p q= 12. (110b) 
Daraus erkennt man ohne Weiteres, daſs das Bild des Kreises eben- 


falls ein Kreis ist, dessen Lage und Dimensionen man aus der 
Figur 14 leicht ablesen kann. Der Mittelpunkt © des äufseren 


Kreises (oc = +2) bildet sich in einem Punkte 0’ (O 0'= ¢') 


ab nach dem Gesetz 
2 R? 


erben: oder dr ZC (1106) 


Dieser Punkt CO ist indessen verschieden von dem Mittelpunkt K 
des Bildkreises: 


OR 


’ ’ 2 
a+b R E cl: (110d) 


a Dél? 
liegt excentrisch gegen O hin verschoben. 
Errichtet man auf O7’ im Punkte 7’eine Senkrechte, so trifft 
man K, legt man dagegen einen Kreis über den Durchmesser O 7", 
so trifft man C, denn dieser Kreis ist das Bild der Geraden 7C. 
Für den Radius v des Bildkreises und den Radius r des Ob- 
jectkreises liest man aus der Figur folgende Gleichung ab 


Mark 

tee? 

oder unter Benutzung der reciproken Beziehungen und des Sekanten- 
satzes: 


(1106) 


G * 2 


FE 85 R b—a Ei 5 a — b 
Läfst man die Figur 14 um die Axe OC rotiren, so beschreiben 
alle 3 Kreise Kugeln: und wir erhalten sogleich den Satz, dafs das 
reciproke Bild einer Kugel im Raum wieder eine Kugel ist, deren 
Lage aus der ebenen Figur vollkommen erkannt werden kann, da 
diese einen gemeinsamen Centralschnitt durch alle drei Kugeln 
darstellt. 

3. Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen zwischen Bild und 
Object. Wir stellen uns jetzt vor, es sei als Object eine beliebig 
gestaltete Raumfläche gegeben. Auf ihr wollen wir ein Flächen- 
element von dreieckiger Gestalt abgrenzen, welches so klein ist, dafs 
sowohl dessen Fläche als auch das Bild davon als eben und die 
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Begrenzungslinien als geradlinig gelten dürfen. In Figur 15 sei in 
perspektivischer Darstellung das kleine Dreieck auf der Raumfläche 
durch 4BC gegeben. Das reciproke Bild dazu sei das Dreieck 
A' B'o. 


Fig. 15. 
Bezeichne 
OA=a OB=b 000 
OA! = OI = OO sg, 
dann ist 


a'ad = b · U „ · = Ri (111) 
Defshalb liegen auf jeder der drei Seiten der spitzen Ecke O zwei 
langgestreckte ähnliche Dreiecke: 
OB O=OC0B, OO Ae A0 OABOBA. 
Bezeichnen wir also noch die kleinen Strecken: 

BC O4 AB=y 

BO=«d O4 = AB=y, 
so ergiebt sich aus den Aehnlichkeiten: 
Lë 
d 


Je kleiner nun das Objectdreieck gemacht wird, um so mehr nähern 
sich die drei Strahlenlängen a, b, c ein und demselben endlichen 
Werthe, den wir mit p bezeichnen und kurz den Abstand des 
Objectelementes vom Punkt O nennen. Ebenso nähern sich die drei 
reciproken Strecken a’, b’, e immer mehr dem gemeinsamen Werth p’ 
(dem Abstand des Bildelementes von O) Danach gehen die drei 
vorstehenden Gleichungen über in 


Kg E $ 


E 
e ß 7 p’ ( ) 
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d. h. das Bilddreieck wird dem Objectdreieck bei verschwindender 
Grölse geometrisch ähnlich. 

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist folgende: Wenn auf 
der Objectfläche zwei beliebige einander schneidende Linien ge- 
zeichnet sind, so schneiden sich deren Bilder auf der Bildfläche 
unter dem gleichen Winkel, oder mit anderen Worten, die reciproke 
Abbildung ist winkeltreu. 


S 36. Eine andere Anwendung der reciproken Abbildung 
zur Auffindung des Gleichgewichts der Elektricität auf Leitern 
von besonderer Gestalt. 


In den 88 32 und 34 haben wir die abbildende Kugel vom 
Radius R immer als Oberfläche des von aufsen influenzirten Leiters 
angesehen. Es giebt aber noch eine andere Anwendung, bei welcher 
diese Kugel nur ein geometrisches Hülfsmittel für die Ableitung 
eines Ladungssystems aus einem vorgeschriebenen anderen Ladungs- 
systeme bildet. 

Wir denken uns zunächst ein System von Punkten mit den 
Ladungen ei, e, . . Ga... festgelegt und bestimmen das Potential 


in einem beliebigen Raumpunkt nach Gleichung (14, p = 5. 
a a 


Nun denken wir uns in einiger Entfernung von dem Ladungssystem 
ein festes Centrum und nennen die Abstände der elektrischen Punkte 
von diesem Centrum i, P... Pas +... den Abstand des Ortes 
in dem ꝙ bestimmt worden ist, nennen wir s, endlich die Winkel 
zwischen der Richtung s und den Richtungen der einzelnen p, nennen 
wir 91, 0% . Wa... Dann sind die einzelnen Abstände 


Tam ys + ba- 28 Pa COS a, 
mithin ist das Potential: 


ea 
AKA 112 
€ EE 277. 608 , 12 


Jetzt denken wir um das feste Centrum die Kugel vom Radius R 
gelegt und bilden in ihr das üufsere Ladungssystem ab. Das 


Bild der Ladung e, wird — Zw dessen Abstand vom Centrum 
a 


2 
Pa = 2. Nun suchen wir das Potential y' dieses Bildsystems, 


Pa 


154 ERSTER THEIL. 8 36 


und zwar in demjenigen Punkte, der das Bild des vorher gewählten 
2 
ist, dessen Abstand vom Centrum also s= 2 ist. Die Bilder liegen 


alle auf denselben Strahlen wie die Objecte; defshalb haben die 
Winkel 0% hier dieselben Werthe und es ist: 


R 
; e Fi 
= a 
nn (118) 
® T= -2 COS d. 
e Pa Pa 


Wenn wir Zähler und Nenner der einzelnen Summenglieder mit 


"ei erweitern, so tritt in allen Zählern der gemeinsame Factor = 


R 
auf, den wir vor das Summenzeichen stellen dürfen, und es folgt: 


+ 8 ea 
ee EE a a Fee 113 a 
4 ED ee IET” eet 
Das ist aber nach Gleichung (112): 
9 E 9 (114) 
wofür man auch schreiben kann 
d R 
y--7:9 (114a) 
oder 
Ze N (114b) 


Diese einfache Beziehung erlaubt, das Potential o" des allein vor- 
handen gedachten Bildsystems zu finden aus dem Potential des 
ursprünglichen Objectsystems, und zwar gilt die Beziehung für jedes 
Paar correspondirender Orte in beiden Systemen. 

Man braucht die Betrachtung nun nicht auf Punktladungen zu 
beschränken, sondern kann namentlich auch die in der Elektro- 
statik der Leiter wichtigen Flächenbelegungen in der Kugel ab- 
bilden. Entspricht einem Flächenelemente ds das Bildelement de, 
so muls, wie die Betrachtung am Schlufs des vorigen Paragraphen 
und die Figur 15 sofort zeigen, wegen der Aehnlichkeit der Ab- 
bildung sein: 


as 2. 
ds p 


(115) 
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Die Dichtigkeit der Flächenbelegung im Object sei e und wir 
suchen die entsprechende Dichtigkeit “ im Bilde. Das Quantum 
eds vertritt einen geladenen Punkt im Object. Das Quantum 
seines Bildes ist eds’ Defshalb mufs die allgemeine Regel wie bei 
Punkten gelten: 


Le dal = — 5 640 


oder, da ar = Yr ist: 
p W 
eds __W (115a) 


eds bet A 


Hieraus und aus der vorstehenden Gleichung für 75 folgt: 


3 (115 b) 


EE en éi 4150 


Während also das Bild einer äufseren Punktladung schwächer als 
das Object ist, wird die Flächendichtigkeit gröfser in dem inneren 
Bilde als in der äufseren Objectfläche. Das kommt daher, dafs 
die Flächen noch stärker reducirt werden als die Ladungen. 
Anhangsweise sei noch auf die Abbildung räumlich geladener 
Objecte hingewiesen, wenngleich man selten davon wird Gebrauch 
machen können. Ein Volumelement dr im Abstand p > R besitzt 
ein Bild dr’ im Abstand . Wegen der Aehnlichkeit der kleinsten 
Theilchen muls sein: 
d 1 p? 
To (116) 
Die räumliche Dichtigkeit in Object und Bild sei e und e, Dann 
entspricht sdr einem geladenen Objectpunkt, # d'r dessen Bildpunkt, 
mithin ist: 
(dr) =- Fedr) 
oder 
. (116a) 
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Daraus folgt: pe 4 2 p e ër 
E D R’ p? 

Diese Abbildungen, insbesondere diejenige elektrisch belegter Ober- 
flächen, wollen wir nun zur Auffindung neuer Gleichgewichte auf 
Leitern benützen. Würde man als Object einen geladenen Leiter 
oder einen influenzirten Leiter nebst der die Influenz hervorrufenden 
Ladung wählen, so würde immer auf der Leiteroberfläche das 
Potential e einen constanten Werth besitzen. Dann sieht man aber 
aus Gleichung (114), dafs an der Oberfläche des Bildes das Poten- 
tial 9° der Bildladung nicht constant sein kann, da doch die Ab- 
stünde s der einzelnen Flächenelemente vom Nullpunkt variabel 
sind. Eine Abbildung solcher Objecte kann also nicht GJeichgewichts- 
vertheilungen auf Leitern liefern. 

Dagegen erhält man eine solche Gleichgewichtsvertheilung stets 
in folgender Weise: Man nimmt einen zur Erde abgeleiteten Con- 
ductor und erzeugt durch eine äufsere Punktladung e auf dessen 
Oberfläche eine Influenzbelegung. Das gesammte Potential der 
Punktladung und der Flächenbelegung zusammen ist dann an der 
leitenden Fläche überall gleich Null. Nennt man den Abstand der 
Punktladung von den einzelnen Flächenelementen 3, so ist der von 


e herrührende Antheil zum Potential an der Fläche gleich +, 
folglich der übrige, von der Flächenbelegung allein herrührende 


Antheil gleich — 7 


Entfernt man dann den Punkt e wieder, so flieſst freilich in 
Natur auch die Influenzbelegung an dem Leiter wieder davon in 
die Erde, aber man kann diese Belegung in Gedanken so fixirt 
denken, dafs sie in derselben Vertheilung verharrt, wie sie durch 
den Punkt e angeordnet wurde, auch nachdem man diesen weg- 
genommen hat. Wählt man nun diese fixirte Belegung als Ob- 
ject und legt den Mittelpunkt der abbildenden Kugel in den Ort, 
wo vorher die Punktladung e sich befand, so stellt das Bild dieser 
Vertheilung immer das Gleichgewicht von Elektricitüt auf einem 
isolirten geladenen Leiter dar, dessen Gestalt nach den Regeln der 
reciproken Abbildung aus der Gestalt des ursprünglichen influenzirten 
Leiters abgeleitet wird. Der Beweis der Behauptung folgt aus der 
Gleichung (114). Das Potential p der Objectladung in einem Punkte 
der Oberfläche des Conductors ist 


e 
. 
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Defshalb wird das Potential o" der Bildladung in dem Bildpunkte, 
also ebenfalls in einem Punkte der Oberfläche des reciproken Bildes 
jenes Conductors 


, 5 e 
F 


Dieser Betrag ist an allen Stellen der Oberfläche constant. Im 
Inneren des Objectconductors herrscht im realen Gleichgewicht, 
d. h. unter Anwesenheit des influenzirenden Punktes e überall das 
Potential Null, nach gedachter Fixirung der Oberflächenbelegung 
und Entfernung des Punktes e besteht daselbst das variabele 
Potential 


e 
Leed 


wo s der Abstand eines inneren Punktes im Object vom Nullpunkt 
bedeutet. Im Bildpunkt, der dann ein innerer Punkt des Bild- 
körpers wird, ist nach Gleichung (114) 


` D e 


Es sind also die Gleichgewichtsbedingungen für einen isolirten ge- 
ladenen Leiter in diesem Bilde erfüllt. 

Man wird diese Methode mit Nutzen nur da anwenden können, 
wo das Objectsystem sich in einfacher Weise angeben läfst, sowohl 
was die Flächenbelegung als auch das Potential im umgebenden 
Raume betrifft. Ist dies der Fall, so haben wir alle Mittel in der 
Hand, nun auch die Flächendichtigkeit auf dem und das Potential 
rings um den Bildkörper anzugeben. 

In § 33 lernten wir die durch einen geladenen Punkt e auf 
einer im Abstand u gegenüber gestellten unendlichen leitenden Ebene 
hervorgerufene Flächenbelegung kennen und konnten auch das Po- 
tential dieser Belegung vor der Ebene in einfachster Weise durch 
das Potential einer fingirten Punktladung — e hinter der Ebene 
darstellen. Denken wir nun diese Flächenbelegung fixirt, den Punkt e 
entfernt, und die Abbildung der belegten Ebene ausgeführt. Das 

2 
Bild der Ebene ist nach § 85 eine Kugel vom Radius 15 das Bild 
besitzt auf der Oberfläche und im Inneren (letzteres entsprechend 
dem Objectraume hinter der Ebene) das constante Potential 


y=+ F Die Flächendichtigkeit e“ berechnet sich nach Glei- 
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chung (115c) aus der in Gleichung (105 b) angegebenen Dichtigkeit e 
auf der Ebene zu 


ist also ebenfalls constant. Da endlich das Potential der fixirten 
Belegung der Ebene vor der Ebene aussieht wie dasjenige des 
Punktes — e im Spiegelpunkte, so sieht das Potential der Bild- 
belegung aufserhalb der Bildkugel aus wie dasjenige des reciproken 
Bildes von jenem Punkte —e. Dieses Bild füllt in das Centrum 
der Bildkugel und hat die Stärke 


2 R 
e =+ 27 e 


denn der Abstand jenes Spiegelpunktes hinter der Ebene von dem 
früheren Orte von e beträgt 2%. Vergleicht man unter einander 
die hier gefundenen Werthe des Kugelradius, des Potentials auf der 
Oberfläche, der Flächendichtigkeit und endlich des Potentials im 
Aufsenraum, welches aussieht, als käme es von einer Punktladung e“ 
im Kugelcentrum her, so erkennt man, dafs wir hier alle die uns 
bekannten Verhältnisse wiederfinden, welche für eine isolirte, leitende, 
geladene Kugel gelten müssen. 

Ein neues Resultat, das Gleichgewicht auf einem complicirter 
gestalteten Conductor, liefert die Abbildung der ebenfalls in § 33 
besprochenen Influenzladung auf zwei senkrecht zusammenstoſsenden 
leitenden Ebenen. Wir knüpfen an Figur 9, S. 143, an, entfernen 
die reelle Punktladung + e und legen an ihre Stelle das Centrum 0 
der abbildenden Kugel vom Radius R (Figur 16). Die beiden Ebenen 
bilden sich in zwei Kugeln ab, welche sich ebenso wie die Ebenen, 
rechtwinklig durchschneiden (Winkeltreue der Abbildung). Die Gröfse 
der beiden Kugeln hängt von der gewählten Lage des Centrums O, 
also von den beiden Abständen a und b ab, die Radien sind: 


R» R? 
6 3 und rat" 


Das Bild der durch zwei Ebenen gebildeten concaven Raumecke 
ist also eine geschlossene Oberfläche, welche aus Theilen zweier 
Kugeln gebildet wird. Die drei Spiegelbilder des reellen Punktes e, 
welche zur Darstellung des Potentials in dem concaven Raum- 
quadranten nützlich waren, werden jetzt abgebildet in den beiden 
Kugelmittelpunkten A’ und B’ und in einem Punkte C“ auf der 
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Verbindungslinie beider. Es ist auch leicht, die Stärke dieser drei 
Bildpunkte aus der Figur abzulesen: 

re e 
2 /a 2 
zu fingiren. Die körperliche Gestalt des durch unsere Abbildung 
gefundenen Conductors findet man, wenn man das ebene Bild der 
beiden einander senkrecht schneidenden Kreise um die Centrale A B’ 
rotiren läfst. Das Innere dieses Körpers ist das Abbild des Raumes 


10 4 irt e ih re in O endlich — 
2a 2b 


Fig. 16. 


hinter der leitenden Wandung. Wir finden daher in der Abbildung 
im Inneren bis an die Oberfläche des Conductors das constante 
Potential 


; e 
gae 


Die Dichtigkeit e" der Flächenbelegung könnte man mittels der 
Gleichung (115c) aus der in Gleichung (106 b) angegebenen Dichtig- 
keit e auf den beiden Ebenen berechnen. Es würde sich zeigen, 
dafs sie ein stärkstes Maximum an der äufsersten Stelle der kleineren 
Kugel, ein schwächeres an der entgegengesetzten Stelle der gröſseren 
Kugel aufweist. Besonders bemerkenswerth ist, dafs in der ein- 
geschnürten Falte der Conductorfläche die Dichtigkeit Null ist, da 
sie auch in der Schnittlinie beider Ebenen gleich Null war. 

Nach Aufsen erzeugt der Conductor ein Feld, als käme es von 
den drei gedachten Punktladungen A’, H, C“ her. Die gesammte, 
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dem Conductor mitgetheilte Ladung e“ mufs gleich sein der alge- 
braischen Summe dieser drei Punkte, also 


. 117 
er H e 


Für jeden isolirten und nicht influenzirten Conductor besteht 
für das Gleichgewicht zwischen Gesammtladung und Potential eine 
Beziehung von der Form: 

e=(.g', 
wo Ọ eine nur von der geometrischen Gestalt abhängige Constante 
von der Dimension einer Länge bedeutet, welche man die Capacität 
des Conductors nennt, Für den hier betrachteten Körper giebt dies 


e 
0 RB DONE. Va? +b 2 2 R? 
p' 2a 25 GES 


12 
R 


oder durch die beiden oben angegebenen Kugelradien o. und o 
ausgedrückt: 
Oa 0, 

(= a + 3 
e D Vea de 658 
Der letzte negative Summand dieses Ausdrucks hat einfache geo- 
metrische Bedeutung: Er miſst die Länge der Strecke OO in Figur 16. 
Man kann daher die Capacität dieses Conductors sehr leicht als 
Länge construiren. 


Drittes Kapitel. 
Kugelfunctionen. 


8 37. Vorbemerkungen. 


Hat man zwei verschiedene Lösungen o, und p, der Laruaor- 
schen Differentialgleichung gefunden, so ist auch A, p, + 4, Pa eine 
Lösung, weil die Differentialgleichung linear und homogen ist. Die 
Ooefficienten können complex gesetzt werden, wodurch eingreifende 
Veränderungen in der äufseren Gestalt der Lösungen entstehen 
können. Auch unendliche Summen 4 e, + A, Pa + 4. Pa rt‘ 
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können Lösungen darstellen, wenn die einzelnen , Pas Par +++» 
der Differentialgleichung genügen und die unendlichen Reihen con- 
vergiren. Selbstverständlich übertragen sich Unstetigkeitsstellen 
einzelner Summanden auf die ganze Summe. Wenn ọ (z, % ) ein 
Integral ist, so ist d a, y +b, x+ c) auch ein solches, denn 
die neuen Argumente der Function ꝙ bezeichnen nur andere Raum- 
punkte, in denen aber ọ ebenfalls die LAPLACE sche Differential- 
gleichung befriedigt. Die Unstetigkeitsstellen der Function ändern 
bei der Einsetzung der neuen Argumente ihre Lage im Raume, wie 
bei einer gemeinsamen translatorischen Verrückung mit den Compo- 
nenten —a, —b, —c, Aus einer Vereinigung der bereits an- 


geführten Sätze folgt, dafs auch A g(x + ay, ) — A o (, y, a) ein 


Integral ist. Läfst man darin die Strecke a gegen 0 streben, so 
erhält der Ausdruck einen festen, im Allgemeinen endlichen Grenz- 
werth, den partiellen Differentialquotient von p nach x. Es ist 
defshalb auch 


Op 
45t =0. 


In gleicher Weise kann man höhere Differentialquotienten von 
y bilden, nach z, nach y, nach x, gemischt wie man will, und er- 
hält aus p immer neue Functionen, welche der Larzaor'schen Diffe- 
rentialgleichung genügen. Jedoch sind die Arten des Unstetig- oder 
Unendlichwerdens bei den höheren Differentialquotienten andere, 
und anch die zugehörigen elektrischen Vertheilungen, deren Poten- 
tiale durch die höheren Differentialquotienten einer Function ꝙ dar- 
gestellt werden, sehen complicirter aus, als die zur Function o 
selbst gehörigen Ladungen. Ist z. B. oe das Potential von Ladungen, 


so gehören zu LA 97 = als Potentialen sogenannte Doppel- 
punkte, das sind je zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen, bei 
denen das Product aus Ladung und Abstand ein festes Moment 
bildet, während der Abstand selbst verschwindend klein wird. Ge- 
hören zu dem Felde von ꝙ elektrische Flächenbelegungen, so erhält 
man durch geeignete Verbindungen der ersten Differentialquotienten 
von a Potentiale von Doppelschichten etc, 

Wenn o bereits Unendlichkeitsstellen oder Unstetigkeitsstellen 
aufweist, so werden die Differentialquotienten mit steigender Ord- 
nungszahl daselbst immer heftiger unendlich. Solche Stellen sind 
selbstverständlich von der Betrachtung der Function auszuschliefsen. 

I. v. Heısmorsz, Thooret, Physik. Bd. IV. 11 
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S 88. Die höheren Differentialgotienten von A 


Wir wollen jetzt ausgehen von der einfachsten Potentialfunction, 
nämlich derjenigen, welche das Feld um eine im Nullpunkt fest- 
gelegte punktförmige positive Einheitsladung bestimmt. Dieses ist 

1 „ 
90 = GN (r = Y+ y+ zÀ). (118) 

Bezeichnen wir noch die Winkel, welche der Strahl r mit den 
positiven Coordinatenaxen bildet, mit c, f, y, so ist 


x H ES 2 
zu os, 5 = osp, 7 oo. (118a) 


Dann genügt % im ganzen Raume, mit Ausnahme des Null- 
punktes der LArLAch'schen Differentialgleichung. 

Bilden wir nun successive die Reihe der Differentialquotienten, 
so erhalten wir neue Functionen, welche ebenfalls der LarLacE'schen 
Gleichung im ganzen Raume genügen, mit Ausnahme des Null- 
punktes, in welchem sie unendlich werden wie höhere Potenzen 
von 1/r. 

Die Reihe der nur nach z genommenen Differentialquotienten 
beginnt mit folgenden Ausdrücken: 


Go, 3 dos d 
Gr d r 
a RER NINE N z Be? 
EP r r r 
ô’ p © g3 9 cos - 15 cos? « 
E er > 
di 1 g? gt 
20 * — 90 f 105 e (118b) 


9 — 90 cos? æ + 105 cost œ 

= S nn 
H æ g? ach 
1 71 225 „ + 1050 5 945 n 


WE 225 cos« + 1050 cos — 945 cos’ 
70 HS 
etc. 


Durch Vertauschung der Buchstaben æ und œ mit y und g resp. 
x und y erhült man zwei analoge Reihen. Endlich können auch 
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mannigfaltige gemischte Differentialquotienten nach æ, y, x zugleich 
gebildet werden, z. B. 


Ge, 389 e 8 cos f cosy 

y öx 20 ” 

Co D 12% 3 cos 6 — 15 cos? & cos f 
Eed eet E A E 

E 15 9 — 15 cos & cos f cos y 
d? d * 


eto. 


Die allgemeinste Form eines nten Differentialquotienten von pọ ist 


on 
= Tata: een, (119) 


wobei a, b, c, n natürliche Zahlen sind. 

Es stellt sich das allgemeine Gesetz heraus, dafs man ꝙ dar- 
stellen kann durch eine ganze homogene Function nten Grades von 
x, Y, %, dividirt durch die Potenz r?"+!, So äist sich z. B. der letzte 
der in Gleichung (118b) angeführten Differentialquotienten auf den 
Generalnenner r!! bringen und lautet dann: 


Oho — 225 ær* + 1050 97 — 945 · 2° 
Sh Berner 


= 120z" + 6007 — 225% ＋ 600 — 4507 — 225 rx* x 


yıl 


Nennen wir die auf diese Weise im Zähler entstehenden homogenen 
Functionen H, u, be, 80 ist allgemein 


lé 
92 — ti S SEA 
e (19a) 


d, b,c 


Andererseits aber können wir mittels der Gleichung (118a) an 
Stelle von x, y, x die Richtungscosinus von r in die Zähler der 
Ausdrücke schaffen, wie dies in (118b) beispielsweise bereits ge- 


schehen ist. Dann erscheint jeder nte Differentialquotient von 1 


als ein Bruch mit dem Nenner r" +1, während im Zähler eine ganze 
11* 
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Function nten Grades der drei Richtungscosinus auftritt. Nennen 
wir diese: Ku, a, b, e, 80 ist 
ai 
r 


1 
on E 
r Ku. a, b. e 
SE 1.607 (119 b) 


Kae PORT er er Keese 7. 


Einfache Beispiele dieser K- Functionen sind in den zweiten 
Formen der Gleichungen (118 b) und (118c) gegeben. Diese K, sind 
die sogenannten Kugelfunctionen, welche zuerst von LarLAch näher 
untersucht worden sind und deren Nutzen für die Potentialtheorie 
wir im Folgenden aus einander setzen wollen. 


Sofort erkennt man zwischen den Kugelfunctionen und den 
vorher erwähnten homogenen Coordinatenfunctionen Hy, a, be folgenden 
Zusammenhang: 

r'e Nu, abe = Hu, a be · (1190) 
Für die praktische Benutzung dieser Functionen ist zwar die 
hier gegebene Art ihrer Bildung noch schwerfällig, jedoch ist ihre 
Definition in dieser Fassung verhältnifsmäfsig leicht anschaulich und 
es lassen sich auch gewisse wichtige Gesetze aus ihr leicht ableiten. 
Das Unendlichwerden der Differentialquotienten u im Nullpunkt 
erscheint in der Schreibweise (119b) nur durch den Nenner cn") 
verursacht, denn der Zähler Ky, a be als reine Function der Richtungs- 
winkel von r ist von der Länge r unabhängig und behält seinen 
endlichen Werth auch bei verschwindendem r. In der Form (119a) 
steht im Nenner gar die Potenz Au und der Zähler Hy, a, geht 
im Nullpunkt selbst auf Null herunter wie die positive Potenz en. 
Dagegen wächst in grofser Entfernung vom Nullpunkt Hu, a,b,c 
über alle Grenzen wie r", während p, dort gegen Null schwindet 
wie rr, 

Wir wollen nun nachweisen, dafs die ganze homogene Function H, 
im Zähler für sich allein (ohne den Nenner r?"*!) ebenfalls der 
Larrace'schen Differentialgleichung genügt. 

Wenn U und V zwei differenzirbare Raumfunctionen sind, so 
gilt ganz allgemein die Formel: 


övar O Dor 


Setzen wir nun 


1 
U = pinti’? V= Hy, 
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so brauchen wir auf der rechten Seite für die runde Klammer: 


y 
Se (nt) eur rr 


ô 1 % 
e (Prr) =- Bur ger. 


Ferner müssen wir AU bilden: Durch nochmalige Differentiation 
des ersten der drei vorstehenden Ausdrücke nach æ erhält man: 


ð? 1 1 z? 
ga Cn) Nn DNT + Eat Den + 0 zer? 


Bildet man analog die zweiten Differentialquotienten nach y und x 
und addirt alle drei, so ergiebt sich; 


1 3 tyta 
d (marr) = en Hënn + Dn? DOn c e 


oder 


al 1 )- 2n@n+l) 


yanıı ponts 


Setzen wir dies alles in Gleichung (120) ein, so folgt: 


All mees 4. AH. 2n(2n + 1) 


p2n+i 721 1 r2n+3 


(120a) 


Fan+s |” 3, 9 99 +z F 


Für jede homogene Function nten Grades gilt der Satz: 


ôH, OH, OH, 
4 r 97 = n H (121) 


2 En. h („OH | OH, El. 


Beweis: 
Ein einzelner Summand von H, hat die Form: 


hy = Cey, WO pHrat+rn. 


Zei = p OC Y ar 


Daher ist 


und 


e DI 5 O = phn. 
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Ebenso ist 5 
lun 
y 97 q ln 
Ô ln 
wé ra = x n. 
Also 


dh, Oh, Ohr 
EP 7＋ AN = (p + q i) n = nAn. 


* 


Dies über sümmtliche Summanden der homogenen Function summirt, 
liefert die Gleichung (121). 

Benutzt man diese Gleichung zur Umformung des letzten Gliedes 
von (120a), so erkennt man, dafs ihre beiden letzten Glieder sich 
aufheben und übrig bleibt: 

40 Au ) : AH,. (122) 


SA bebe Cen 
Wir wissen nun. dafs die linke Seite (bis auf die Stelle r = 0) 
überall gleich Null ist, denn sie ist das 4 von einem nten Differential- 
quotienten von = - Defshalb mufs auch die rechte Seite ver- 


schwinden, d. h. es muſs sein 
4H. = O, (122a) 
d.h. die durch Gleichung (119a) definirten homogenen Functionen Hy 


genügen der Larzacr'schen Differentialgleichung. Im Nullpunkt ist 
die linke Seite nicht mehr Null, sondern steigt über alle Grenzen 


wie rt (da der nte Differentialquotient von 2 selbst wie SH 
steigt). Da aber rechts eine noch höhere Potenz im Nenner steht, 
so ist für AH, im Nullpunkt keine Ausnahmestelle anzunehmen, 
vielmehr gilt auch dort (122a). Dagegen wird M, selbst in groſser 
Entfernung über alle Grenzen wachsen wie r". Als Potential eines 
elektrischen Feldes kann daher eine Function H, nur in begrenzten 
Gebieten dienen. Jenseits müssen Uustetigkeiten liegen, welche auf 
die ursächlichen Ladungen hindeuten, während das Gebiet der 
Gleichung (122a), auch der Nullpunkt, dabei ganz leer von Elektricität 
sein muls. 

Man kann die Gleichung (122) auch zu dem umgekehrten 
Schlusse verwenden: Hat man auf irgend eine von unserer 
Gleichung (119a) unabhängigen Weise eine ganze homogene Function 
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nten Grades aufgefunden, welche der Laruacr'schen Differential- 
gleichung genügt, so mufs diese Function, dividirt durch 2 , 
ebenfalls ein Integral derselben Differentialgleichung sein, aber 
mit dem Ausnahmepunkt r = 0. 

Das Auffinden solcher ganzer Functionen ist nicht schwer. Jede 
Constante (Function Oten Grades) und jede lineare homogene Function: 
Ar + By + Cx genügt der LArtAg schen Differentialgleichung. Bei 
den Functionen zweiten Grades: Az?+ By?+ Ox?+ Dyz + Exx + Fey 
mufs schon eine Bedingung zwischen den Coefficienten erfüllt sein, 
denn das 4 dieser Function ist gleich 2 ( + B+ C). Die ganze 
homogene Function zweiten Grades erfüllt die Larz.acr’sche Gleichung 
nur dann und immer dann, wenn die Coefficienten der drei Quadrate 
zusammen die Summe Null geben. Bei höheren Graden steigt die 
Coefficientenzahl, aber auch die Bedingungszahl. Im Allgemeinen 
kann man darüber Folgendes aussagen. Das A einer homogenen 
Function nten Grades ist eine homogene Function (n — 2)ten Grades, 
deren Coefficienten als algebraische Summen von ganzzahligen Viel- 
fachen der Functionscoefficienten erscheinen. Soll nun dieses 4 für 
jede Werthgruppe der Variabelen gleich Null sein, so mufs jede 
dieser eben bezeichneten algebraischen Summen einzeln = 0 sein. 
Das sind demnach eben so viel Bedingungen, als die homogene 


Function (n — 2) ten Grades Glieder besitzt, nämlich Sn. 


Diese Bedingungen müssen von den 3 Coefficienten der 


homogenen Function nten Grades erfüllt werden. Man kann eben 
so viele Coefficienten, als Bedingungsgleichungen vorliegen, durch 
die übrig bleibenden ausdrücken, und erkennt, dafs 


(n + Mera SEIL * 44 (123) 


Coefficienten frei verfügbar bleiben. Das allgemeinste ganze homo- 
gene Integral nten Grades der Laruace'schen Gleichung hat also 
2n-+ 1 willkürliche Constanten. 

Die von uns im Zähler von Gleichung (119 a) aufgefundenen 
Habe haben gar keine verfügbaren Coefficienten. Man kann so viele 
Hp avc auffinden, als drei natürliche Zahlen (inclusive Null) sich 
zu der Summe a+b+c=n zusammenstellen lassen; das sind 
GE, Jede mit einem unbestimmten Factor multiplieirt 


und alle addirt geben dann auch eine ganze homogene Function 
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nien Grades, die der Larrach'schen Gleichung genügte. Dieser 
Ausdruck hat scheinbar e e disponible Constanten, wie 


die allgemeinste Function nten Grades. 

Wir haben aber eben gesehen, dafs die allgemeinste passende 
Function nur (2n + 1) disponible Constanten hat. Also müssen 
sicher alle durch Summirung der Habe gebildeten Functionen unter 
n—1)n 

2 
gleichungen aus der allgemeinsten Form herausholten, und die über- 
zähligen Coefficienten müssen sich zu solchen Gruppen vereinigen, 
dafs im ganzen doch nur 2n + 1 unabhängige Bestandteile dadurch 
gebildet werden. Mit anderen Worten: Die einzelnen Hy ape sind 
nicht lauter unabhängige Integrale. 

In gleicher Weise kann man die elementaren Kugelfunctionen 
Kaave in Gleichung (119c), mit je einem Factor erweitert, addiren 
und erhält so eine allgemeine Kugelfunction nter Ordnung, welche 
ebenso wie die ganze homogene der Larzacer'schen Gleichung ge- 
horsame Function, 2n + 1 willkürliche Constanten enthält. 


denen sein, die wir unter Berücksichtigung der Bedingungs- 


8 39. Auffindung der Normalformen für die Kugelfunctionen, 


Um aus den Ain + 1) 6 +2) nach dem Schema der Glei- 
chung (119 b) herstellbaren Kugelfunctionen n ter Ordnung die (2n-+1) 
unabhängigen Grundformen herauszusuchen oder zusammenzustellen, 
müfste man umständliche Betrachtungen durchführen und mülste 
auch in unsymmetrischer Weise die einen vor anderen gleich- 
berechtigten bevorzugen. Man kommt leichter zum Ziele und findet 
auch glattere Formen für die unabhängigen Elemente, wenn man 
einer der drei Axenrichtungen, z. B. der æ-Richtung eine Sonder- 
stellung anweist, wie das auch bei der Einführung räumlicher 
Polarcoordinaten um die x-Axe geschieht. 

Statt der Variabelen y und x führen wir nun zwei andere, 
conjugirt complexe Variabele p und g ein durch die Gleichungen: 

el Sp | (124) 
PER ix, 


denen wir sogleich als Folgerungen hinzufügen: 


(124 a) 
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Die Rechengesetze sind für complexe Gröfsen die nämlichen, 
wie für reelle, mit der einen besonderen Bestimmung, dafs d = — 1 
zu setzen ist. Defshalb kann man auch Functionen von g, y, & ver- 
wandeln in solche von æ, p, q, und auch partielle Differential- 
gleichungen für diese complexen Variabelen umformen. Hat man 
dann ein complexes Integral einer linearen homogenen Differential- 
gleichung wie die LarLace'sche, gefunden, so mufs der reelle und 
der imaginäre Theil für sich einzeln auch je ein Integral liefern, 
so dafs man auf einen Schlag zwei particuläre Integrale findet. 

Zunächst formen wir das LArLAcHscue Ay für den Gebrauch 

2 
der Variabelen æ, p,q um. Das erste Glied = bleibt ungeändert; 
zur Bildung der zweiten und dritten müssen wir erst bilden 
de Gen, p ðq 
öy öp o ` q ën 
p G f 69 ðq 
D E e de 
oder wegen (124 a) 
5% de, Ze 
öy ër" 69 
dp 09 E 


— dëi ef 


0 * 7 5 do 


(124 b) 


Durch nochmalige Anwendung dieser letzten Formeln auf sich selbst 
erhält man 8 
V 
ó * Op? 550 FEN 


ayp . 2 C 9. ën (1240) 
z 5p. 95% Ög 
und durch Addition beider Ausdrücke: 
Ge, Ge Ge 
PE Ma TT 
Es ist daher SÉ Se 
Pp SE 
4% aa ies (125) 


und man kann die Larracor'sche Differentialgleichung in folgende 
Form bringen: = D 
ee — 1932 (125 a) 
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Von dieser transformirten Gleichung gilt rein mathematisch — 
gleichgültig, was man sich unter den Variabelen =, p, % vorstellt — 
wegen ihrer homogenen Linearität dasselbe Gesetz, welches wir für 
die cartesischen Coordinaten bereits verwendet haben, nämlich: Hat 
man eine Function p, von æ, p,q gefunden, welche die Differential- 
gleichung (125a) befriedigt, so thun dies auch alle ihre mannig- 
fachen Differentialquotienten nach den drei Variabelen, so dafs man 
als ein Integral ansetzen kann: 


On Po 
=. Se ën äer a+b+t en. (126) 


Nun sagt die Differentialgleichung (125a) nichts Anderes aus, als 


dafs jede ihr genügende Function, wenn man sie einmal nach p 
2 


und dann einmal nach g differenzirt (Operation 3560 dasselbe 


Resultat liefert, als wenn man sie zweimal nach æ differenzirt und 


2 
den Factor — J zusetzt (Operation = 1655). Macht man also 


diese beiden gleichwerthigen Operationen [mal an einer der Gleichung 
genügenden Function ꝙ, so ergiebt sich die Gleichung: 


9210 . 127 
seat aa en 


Mit Hülfe dieser Formel kann man das Integral (126) umformen, 
wobei wir die Fälle be, b >c und b Sc unterscheiden. 
Es sei zuerst b = c, also 2b = n - a. Dann ist 


ða / 82 ER 02 U % on 
p 8 laria) = ga l 5% =(= 9 25 (127 a) 


Zweitens sei angenommen b>c. Wir setzen be m, also 
a ären n m, und können den Ausdruck (126) dann so anordnen: 


male (- been (. 


(127 b) 
g" 
(Hogan 


Drittens und letztens sei b Ce. Wir setzen c= b +m, also 
a+2b=n-— m und finden: 
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W. 


0 Po 
r m. On 


127 c) 


Auf die hier noch beibehaltenen Potenzen von — 4 kommt weiter 
nichts an, da man ja jedes Integral dieser Differentialgleichungen 
mit einem beliebigen constanten Factor erweitern darf. 

Die beiden Formen (127b und c) unterscheiden sich bei Func- 
tionen %, welche wie unser 1/r nach p und q symmetrisch zu- 
sammengesetzt sind [vgl. unten Gleichung (128)], nur im Vorzeichen 
von i, liefern also bei der Spaltung in Reell und Imaginär die 
gleichen Paare von Lösungen. So sieht man bereits, dafs der Aus- 
druck (126) mit seiner scheinbar zweifachen Mannigfaltigkeit der 
Ordnungszahlen a, b, c mit der festen Summe n in Wahrheit nur 
eine einfache Mannigfaltigkeit zweier natürlicher Zahlen (n — m) und 
m mit der festen Summe n besitzt, so dafs, da jeder Fall von m = 1 
bis mn ein Lösungspaar enthält, während der Fall m=0 in 
(127a) nur eine einzelne Lösung liefert, im Ganzen 2n +1 ver- 
schiedene Grundformen nter Ordnung auftreten, aus denen man die 
allgemeinste Lösung nter Ordnung mit 2n +1 disponiblen Coeffi- 
cienten homogen und linear zusammensetzen kann. (Vergleiche den 
Schlufs des vorigen Paragraphen). 

Die Differentialquotienten nter Ordnung nach z, y, x endlich, 
welche in Gleichung (119b) als Quelle für die Kugelfunctionen an- 
geführt wurden, lassen sich natürlicher Weise als homogene lineare 
Summen von nten Differentialquotienten nach x, p, q ausdrücken. 


Somit sind sowohl jene ganzen Functionen H, als auch die Kugel- 
a, b, e 
functionen K, zurückgeführt auf die hier in Aussicht gestellten, 
a, b. e 
von einander unabhängigen 2n + 1 Grundformen. 


Wollen wir nun deren Gestalt näher kennen lernen, so ist zu 
beachten, dafs in der Function p = = nur die Gruppe vi + =? vor- 
kommt, für welche sich aus den Gleichungen (124) ergiebt: 

* * 5% =. (128) 


Die zu differenzirende Function hängt also explicite nur von dem 
Modulquadrat o? der conjugirt complexen Gröſsen p und q ab. Es 
ist defshalb 
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1 1 1 
Op dei Op Ole) "`" 
und da o als unabhängige Variabele neben p besteht, bei m facher 
Differentiation nach p: 


1 1 
ae RE anal 
Op" lol 
Ganz analog ist (129) 
m 1 m 1 
EEN 
Ge Te 
Hiernach nehmen die Integrale (127a, b, c) in jedem Falle die 


Gestalt an: 
1 1 
= 4 L pn oder = ae gn. (129a) 
Phn = Dana fäi Ze I ` 


Bei den Potenzen yu und op kommt uns zu Statten, dafs sie 
durch die Kreisfunctionen der Vielfachen des Azimuthalwinkels der 
complexen Gröfsen dargestellt werden können. Dieser Azimuthal- 
winkel ist hier nichts Anderes, als der Längenwinkel der räumlichen 
Polarcoordinaten um die z-Axe. Führen wir also jetzt ein: 


æ = r cos d 
y = r sin & cos n (180) 
% = r sin d sin , 
so wird 
p= y + ix = rsin d (cosy + isin n) = rsin d: et" 
q=y—iz= = rsind#.e-in (180a) 
pg = Gi sin? 
und schliefslich 
m = uvm ginn . ein = r™ ginn . (cos m i si 
vn = r i ( an (130b) 
on = v sinn d (cos my — isin m n) 


und die Integrale nter Ordnung nehmen im Anschlufs an (129a) 
die Form an: i 
an ($) 


Pum =r" gazap ES" d (Omn ima). (181) 
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Der reelle Theil mit dem Factor cosmn und der imaginäre 
nach Streichung von i mit dem Factor sin m sind, einzeln ge- 
nommen, ebenfalls Lösungen. Erweitern wir also beide mit zwei 
willkürlichen Constanten An, m und Bu m, 80 erhalten wir eine reelle 
Lösung von folgender Form: 


00 


Gen zk? Jarm héiers in! 5 (An u eos m win m). (181a) 


An Stelle der beiden eingeführten Constanten kann man auch 
eine Amplitude Cym und eine Phasenconstante cum verwenden durch 
die Beziehungen: 


Anm = On CO Gun und Dn = Onm sin en n 


Onm = VAi m + Bims cum = arctang 77 e 
n 
Dann erhält man 


r 


Pam = ker" das. Ig ele RD Cum cos (m n — oan). (181b) 


Der in beiden Ausdrücken rechts vorangestellte Factor kn, m be- 
deutet einen Zahlenwerth, dessen geeignete Bestimmung wir auf 
später verschieben. Jedenfalls hat dessen Hinzufügung nichts Be- 
denkliches, da aufserdem noch die disponiblen Factoren Anm, Bam 
oder Oam vorhanden sind. 


Aus dem Pum gewinnt man nun die Kugelfunctionen ganz 
analog, wie in Gleichung (119b) angegeben, durch Multiplication 
mit +1, 

Wir wollen folgende Bezeichnung einführen: 


1 
On Ki 
m 1, 
Bam kn rt . Fe Te (182) 


Dann haben die auf diese Weise gefundenen Kugelfunctionen die 
Gestalt: 


oder 


Leg? = Pa, m sinn d + (An m COS m + Bu m sin m) 


(132a) 
= Pa m sinn . Cn · COS(M 1) — Ca el, 


Die directe Berechnung der nten Differentialquotienten von = ist 
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ziemlich umständlich. Man müfste, um einen bestimmten von ihnen 
zu finden, eine ganze Reihe der niedrigeren vorher berechnen, auch 
ist das allgemeine Bildungsgesetz in seiner Abhängigkeit von den 
Zahlen n und m auf diese Weise nur schwierig zu erkennen. Zur 
Anschauung seien die niedrigsten Vertreter dieser Ausdrücke Pım 
von n = 0 bis n = 4 nach Gleichung (132) berechnet, hier angegeben: 


(182b) 


EA 
CR + 105 -7 


1-8 fu -l. l ) fel 457 


katt ED 
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Unmittelbar kann man hieraus nur erkennen, dafs 
Pan = kun - (-» I) n. (z · . Zei) (4320 
ist, und dafs die mit kn, m multiplicirten Ausdrücke ganze Functionen 
von RW sind, welche entweder nach geraden oder ungeraden Potenzen 
dieses echten Bruches fortschreiten und mit dessen (n — m)ten Potenz 
abbrechen. Nun ist nach (130) — = cos &, die Phm sind also 


reine Functionen von cos d von dem eben angegebenen Charakter. 
Es ist üblich in der Theorie der Kugelfunctionen statt der Pol- 
distanz d direct deren Cosinus als Variabele einzuführen 


cos d = u. (133) 
Dann ist 
sin#®=+y1- p? 


stets positiv, weil # zwischen 0 und x bleibt. 


§ 40, Transformation von 4% für den Gebrauch räumlicher 
Polarcoordinaten. 


Um die allgemeine Form der Functionen Fun des Argumentes u 
zu finden, ist es nöthig, Integrale nter Ordnung der LarLAck'schen 
Differentialgleichung durch die gefundene Normalform (132a) der 


Kugelfunctionen zu bilden, also entweder Py, m = ua, Ze oder 


zept) 
u m "H: Au, m und diese in die Differentialgleichung einzusetzen, 
welche dadurch befriedigt wird. Da aber jetzt die Integrale in 
Polarcoordinaten ausgedrückt sind, müssen wir erst das 4% für 
solche ausdrücken. 
Dies geschieht am leichtesten, wenn man den allgemeinen Satz 
Gleichung (78) S. 92 


DA Din 


anwendet auf das Raumgebiet, welches ein Volumelement der Polar- 
coordinaten ausfüllt. Dieses ist begrenzt durch zwei concentrische 
Kugelflächen von den Radien r und r + dr, durch zwei Kegelmäntel 
von den Offnungswinkeln % und © + d: und durch zwei Meridian- 
ebenen von den Längenwinkeln 7 und 7 + dn. Diese drei Flächen- 
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paare durchschneiden sich rechtwinklig. Der Raum sei so klein, 


dals die Kanten seiner Umgrenzung als geradlinig gelten dürfen. 
Deren Länge ist 


1. in radialer Richtung: dr, 
2. in Richtung der Meridiankreise: r-d9, 
8. in Richtung der Parallelkreise: rsin & · dy. 
Daher ist das Volumen: 
dr u sin & · dr · dëi, dy, 
das Rechteck auf der Kugelfläche vom Radius r: 
ds, rd er sin d dy, 
das Rechteck auf dem Kegelmantel vom Winkel #: 
ds, = rsin d di · d, 
das Rechteck auf der Meridianebene vom Längenwinkel : 
ds, = dr.rd#. 


Ferner ist die innere Normale auf ds, gleich dr, also der Bei- 
trag zum Oberflächenintegral 

Op Op Au 

In 44 u BEN sın do dy. 
Von der gegenüberliegenden Fläche rührt ein Beitrag her, welcher 
einerseits entgegengesetztes Vorzeichen besitzt, weil die innere 
Normale dort in Richtung — dr füllt, andererseits einen durch den 
Schritt dr veränderten Werth besitzt. Die Summe beider Antheile ist 


ð fô : i 
ar- Jen 9. dn} = — Fa ar, dë dij dr. 


Die innere Normale auf ds, ist gleich rd, also der Beitrag zum 
Oberflächenintegral 
Ze ds, Ge 


= NEE dr EE 
D 


Von der gegenüberliegenden Fläche rührt wieder ein entgegen- 
gesetzter und durch den Schritt d veränderter Beitrag her, so 
dafs die Summe beider ist 


ô (Op . de BO. 
- dd. 5 [og de o ana] i fen 957) anaras. 
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Die innere Normale auf ds, endlich ist gleich rsin N, also 
der Beitrag zum Oberflächenintegral: 
Go j öp 9 1 7 95 Ae dä. 
re LZ rsin Ý 3 du "der 26 gin Ou dha 
Von den beiden letzten Flächenelementen zusammen rührt daher der 


Beitrag her 
. 1 ôP l 
raa ön lsin# ôn 
Nunmehr können wir die eingangs citirte Integralformel für unseren 


Fall zusammensetzen, und im Raumintegral wegen dessen Klein- 
heit 4% als constante Gröfse absondern. Dann erhalten wir: 


E 3 di d dy. 


17a, =— sin On? 


o ôg ö Ze | 
1 S p BER EEN 
ag St did i du 4 sin & · dy du 
Ga BS: 1 6 ð 1 82 
1 p p SC, 
ape T Sch CH rain i; o 0 + Fee e 9 


Wir wollen auch hier u = cos h als Variabele an Stelle von 
einführen. Dabei ist zu beachten, dafs 
du =— sin d. 


Das mittlere Glied der vorstehenden rechten Seite wird dadurch 
äufserlich etwas verändert, denn es ist 


ob — sin Ý o . 
LE. Seene. P 
Ferner schreiben wir sin 9 = V1 — u”. Der Ausdruck nimmt dann 
die Form an: 
1 6 „ % 0% 959 1 GA 
4% e Sc? SA E 9370 71 — 9 
Braucht man das Ay nur für die Larzacr'sche Differential- 
gleichung, wo es gleich Null ist (nicht aber etwa für die Porssox'sche 
oder für die Wellengleichung), so darf man den gemeinsamen 
Divisor r? fortlassen. Die Laruace'sche Gleichung lautet also, in 
den Variabelen r, u, n ausgedrückt: 


ð s H ô Ka 


H, v. Hganotzz, Theoret. Physik. Bd. IV. 12 


(184a) 
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Es giebt, wie man leicht durchschauen kann, noch einige ab- 
weichende Formeln für diese Differentialgleichung, doch weichen sie 
nur in nebensächlichen Veränderungen von einander ab. 


& 41. Differentialgleichung für Pym und deren Lösung. 


In die soeben gebildete Form der LarLAch'schen Differential- 
gleichung setzen wir nun folgende Lösung ein, in welcher die Kugel- 
function Kam aus Gleichung (132a) verwendet wird: 


1 ge 
p= rr Pam E C- eos (mi — d. (136) 
Nur der erste Factor ist von r abhängig, und da 
d 1 1 
Than) ar rr 


r- 


d d 1 1 
25 ar Leer Du N 
ist, wird das erste Glied der Differentialgleichung (135) 


ð Deal U + ng. (186 a) 


Das gleiche Ergebnifs würde sich finden, wenn man an Stelle 


des Factors err in Gleichung (136) den Factor r" gesetzt hätte, 


welcher ja ebenfalls die Kugelfunction in ein Integral der LAPLACE- 
schen Differentialgleichung verwandelt. Es ist nämlich 


mn = D Akt, 
r? £ (N) = ur" tl 


45 (e) = n(n + Irn. 
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Die Variabele u steckt nur in IEN und es ist: 


I nd Ne 


d — 
du Eve ) 


a, (Pan T=") 


d 
r m Bun h n 
u 
d 
40 045 AE Pım VI — p? cl, 
E Ee 2(m+1) 4% VI wi mb y1- 10 m ıyı- ER 
du: H nm H ET u 


oder etwas anders geformt 


75 d ML (Pym tal 


Ge 1 Pam 2(m + 1) dPam m? \ 
= = 16 — E "E pe LESER IE 
RA Vi als / 45 u’) — . es, 


Also wird das zweite Glied der Differentialgleichung 


55 7% 


1 R 24m + 1) dP 
H du? ( u’) — Bin. du u 


(186 b) 


mm f + 


Die Variabele 7 endlich kommt nur in cos (mi — d vor und es ist 


d? cos(mn — d 
dai 


Also wird das dritte Glied der Differentialgleichung: 


— m?cos(mn — o). 


1 629 m? 
Gonner Lex 


Alle drei Theile (136 a, b und c) enthalten die ganze Function (p 
als gemeinsamen Factor, den wir wegen der Null auf der rechten 
Seite der Larzace’schen Differentialgleichung weglassen dürfen. 
Ferner sieht man, dafs das dritte Glied (136c) sich gegen den letzten 


12* 
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Summanden des zweiten Gliedes (186b) weghebt. Wenn man den 

ganzen Ausdruck noch mit Fun multiplicirt und beachtet, dafs 
nm + 1)— m(m + 1) = (n — m) (n + m + 1) 

ist, so erhält man das 8 


(1 SA Pen 


—2(m Un- mn m TI) HNA = O. (137) 


Dies ist eine gewöhnliche lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung für P,m als Function der Variabelen u mit zwei 
natürlichen Zahlen n und m (Sn) als Parametern. Die im $ 39 
bereits betrachteten und durch einige Repräsentanten in der Ta- 
belle (182b) veranschaulichten Functionen Pym müssen ihre Integrale 
sein, es ist aber nicht gesagt, dafs dieser Differentialgleichung hier 
nicht noch andere Functionen genügen und dafs sie in Bezug auf die 
Zahlen n und m an die Bedingungen ihrer Entstehung gebunden ist.“) 

Zuerst leiten wir aus (137) eine Beziehung ab zwischen den 
P,m mit gemeinsamem n, aber verschiedenem m, und differenziren 
zu diesem Zwecke die vorstehende Gleichung nach u. Dies giebt 
zunächst ohne Zusammenfassung der entstehenden Glieder: 


Ga d? Pam 
d 


2m f 20 


(1 — 19 


— 2u 


d nm 
a =(, 
Nun ist aber 
-—2m+)+n- min + m + 1)= (n — m — n +m + 2). 
Das Resultat ist also darstellbar in der Form: 
elt des 


du — e 
n 2([m + 1] + 1) (138) 


8 Paro. 
Man erkennt, dafs diese Formel dieselbe Bildung besitzt, wie die 
vorige (137), nur steht hier [m + 1], wo dort m stand, und hier 


1) Erweiterung der Bedeutung von n und m später, in $ 46, 
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Dur wo dort P,m stand. Wir haben also hier die Differential- 


gleichung für B. ni erhalten, und sehen zugleich, dafs die Func- 


tion äs ihr genügt. Wir können defshalb, freilich zunächst noch 


u 
immer unter Freihaltung eines wegen der linearen Homogenität der 
Differentialgleichung unbestimmten constanten Factors folgendes 


Gesetz aufstellen: 


KB 


oder 


P, a = const · ent . (188a) 


Durch wiederholte Anwendung dieses Gesetzes finden wir schliefslich 


dm Pao 


Pam = const. dun (188 b) 


Es genügt daher Integrale der Differentialgleichung (137) für 
den Fall m = 0 zu suchen, die Uebrigen ergeben sich dann aus dieser 
Formel. Die Gleichung lautet für m = 0: 


dp dP, 
Dia 2 % Fait A (189) 


Auch wenn wir noch nicht wülsten, dafs es nach ganzen 
Potenzen von u fortschreitende Pao giebt (die erste Zeile der 
Tabelle (132b) zeigt die ersten Vertreter), könnte man versuchen, 
diese Differentialgleichung zu integriren, indem man eine Potenz- 
reihe ansetzt von der Form 


Pao = 4% +A ½ ＋ 4, h. ＋ 4, h +... + Amt... (140) 
Dann ist 
d P, 
e 144 24. f. 84. l. HAA Hat A ie 
d Pa 3 
dus 2.14 1 32.4 u +43- A u? ＋ 5 · 4. 4 h +... 


＋ (a ＋ 2) (a ＋ 1) 4 pou +... 
Ordnet man hiernach den Ausdruck (139) nach Potenzen von u, so 
erhält man: 
2. 14. + nm + 1) 4o] u° 
+ [3:2 4 + {n(n + 1)— 240 
+ [4:8 4, + nn + 1)— 2-1 — 44] 
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＋ 6 · 4 4, + lu + 1)— 3-2 — 64,5 


+ [a+ 2)(a ＋ 1) 4, 4 Tun ＋ 1) — ala — 1) — 2 0} Aa] u° 
VVFFCFFFFFFC C 


Der Coefficient von ua, den man auch schreiben kann: 
[Ka ＋ 2)(a + 1) 4. +2 4 u am ＋ a ＋ 1)Aa], 


stellt bereits von a= 0 an die richtigen Werthe dar. Soll diese 
Reihe nun für jeden Werth der Variabelen u gleich Null sein, so 
ist das nur möglich, wenn jeder einzelne Coefficient verschwindet. 
Wir erhalten daraus eine Reihe von Bedingungen, durch welche 
jedes A, +2 auf das zwei Stufen niedrigere A, zurückgeführt wird. 
Man kann diese Bedingungen in der Form hinschreiben: 


(-n+am+a+l) 
(a + 1)(a + 2) 
Aus dieser Gleichung erkennt man, dafs der Coefficient A, 2 ver- 
schwindet, weil der im Zähler der rechten Seite stehende Factor 


(—n +a) für a =n verschwindet. In Folge dessen müssen aber 
alle alternirend folgenden Coefficienten ebenfalls verschwinden: 


„ en ei (141a) 


4 2 = 


d, (141) 


Die dazwischen stehenden Coefficienten 4 +ı, An An: Ands ++: 
verschwinden aber nicht, sondern bilden eine in's Unendliche fort- 
laufende Reihe. Die in Gleichung (140) angesetzte Lösung zerfällt 
daher in folgende zwei Bestandtheile: Eine ganze Function nten 
Grades von u, welche, beginnend mit dem höchsten Gliede, sowohl 
für gerade wie für ungerade Zahlen n immer die Form hat: 
Pu o = An un ＋ An 2 hu 2 + 4 4 4 4 (142) 

Diese hat, je nach der Zahl n, entweder nur gerade oder nur un- 
gerade Potenzen von u, endigt also entweder mit einer Constanten A. 
oder mit einem linearen Gliede 4, u. 

Dazu tritt als zweiter Bestandtheil eine unendliche Reihe, welche 
man nur nach steigenden Potenzen von u ordnen kann, und welche 
für gerades n lautet: 


Qro = A, u + 4, H? + A už +... in infinitum (143) 
während für ungerades n 
Ou, o = A ＋ 4 . + 4, . +... in infinitum (144) 


zu setzen ist. 
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Die Bedingung (141) zeigt, dafs sowohl unter den Coefficienten 
des geschlossenen Ausdrucks (142), wie unter den Coefficienten der 
unendlichen Reihe (143) resp. (144) nur je ein einziger willkürlich 
gewählt werden kann, während alle anderen dadurch zugleich fest- 
gelegt werden. Unsere Lösung enthält also zwei disponible Con- 
stanten, stellt daher das vollständige Integral der Differential- 
gleichung (139) dar. 

Je nachdem man eine oder die andere dieser beiden Constanten 
gleich Null festsetzt, erhält man entweder nur den geschlossenen 
Ausdruck (142) oder nur die unendliche Reihe (143) oder (144) als 
particuläre Lösung. Der Vergleich mit den früheren Betrachtungen 
zeigt sofort, dafs nur die ersteren Formen (142) uns die gesuchten 
Grundformen für die Kugelfunctionen P, liefern, von denen in der 
obersten Zeile der Tabelle (132b) die ersten Vertreter angeführt 
sind. Die unendlichen Reihen liefern indessen ebenfalls brauchbare 
Integrale, transcendente Functionen von u, aus welchen man Poten- 
tiale eigenartiger Elektricitätsvertheilungen gewinnen kann, mit denen 
wir uns später in $ 45 beschäftigen wollen. 

Als den willkürlich bleibenden Factor der endlichen Reihe vom 
nien Grade wählen wir denjenigen des höchsten Gliedes, An, und 
berechnen aus ihm die niedrigeren. Dazu müssen wir die Be- 
dingungsgleichung (141) umstellen, wie folgt: 


(a + 1)(a + 2) 


4. Qn Ich Ta TI) 


4 A3, 


Gehen wir um eine Ordnungszahl tiefer, schreiben also a— 2 an 
Stelle von a, so nimmt sie die Form an 


a (a — 1) 
4 ELE EL KS 


Daraus ergiebt sich folgende Reihe von Coefficienten 
Au = 4, (frei verfügbar) 


A n(n— 1) 
A-2= gen An 

un — n YRS) (145a) 
gg EEC On en Ree 
e n(n — 1)... (n — 5) 


(= EUR EE SC? 
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Ist n eine gerade Zahl, so heifst der niedrigste Coefficient 


7. n! 
8 n en- Zn - 1) Zn 3) n ＋ n +1) wéi 


ist n eine ungerade Zahl, so heifst der niedrigste Coefficient: 


Lä) n! 
4=(=1) T. 


2.4. ...(n— 5) — En 1) en — 00 T. . 2 


CES 


Um nun den gesuchten Kugelfunctionen Tuo bestimmte Zahlen- 
werthe zu geben, die ihnen ja weder durch ihre Herleitung aus 
Lösungen der Larzacr’schen Differentialgleichung noch durch die 
Differentialgleichung (139) eigen sind, da wir dabei immer einen 
unbestimmten constanten Factor mitzuführen hatten [vgl. den Zahlen- 
factor kum in Gleichung (132) und hier unser 4,0, so bestimmt man 
A, so, dafs die Kugelfunctionen P,o für den im Pol der Kugel- 
coordinaten eintretenden Cosinuswerth u = 1 alle den Werth 1 an- 
nehmen, im Uebrigen daher stets zwischen +1 und — 1 liegen 
müssen, so lange u als Cosinus eines reellen Polarwinkels echt 
gebrochen bleibt. Dies erreicht man, indem man festsetzt, es 
solle sein 

Ka en 1), (146) 

Dadurch werden die Pao zahlenmäfsig angebbare Functionen. 
Ihre allgemeine Gleichung ist nach den Formeln (142), (145a) und 
nach der Festsetzung (146) folgende: 

1-3-...(2n— 1) n(n — 1) Sé 
aa ben DE: ke en — I)“ ` 
(147) 
n(n — Un — 2) n — 8) 
Te Dia nt 

Berechnet man die Zahlenwerthe für eine hinreichende Reihe 
von Werthen u, untersucht auch die Nullstellen, d. h. die Wurzeln u 
der Gleichung nten Grades, welche durch Nullsetzung der ge- 
schweiften Klammer entsteht, sucht die Maxima und Minima auf etc., 
so kommt man zu Verläufen, welche in graphischer Darstellung 
für die sechs niedrigsten Zahlen n in den Diagrammen Figur 17 
wiedergegeben sind. 
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8 At 


DI TT EE 


— 
— ͤ —ů ů—ů 


T 
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Die Gleichungen dieser Curven sind: 


Po=1 
Po=u 
3 
R FT 
5 8 
Bass H g” (147 a) 
5 15 3 
Fo = FH T 
63 35 15 
Bam gt- TE ＋ 5 


Es läfst sich unschwer für das allgemeine %% beweisen, dafs es 
seine n Nullstellen, seine n— 1 Maxima und Minima, n— 2 In- 
flexionspunkte, alle reell in dem Intervall — 1 < u < +1 besitzt, 
dals die Curven also aufserhalb + 1 direct in's Unendliche hinauf- 
resp. hinabsteigen. 

Für die Pn erhält man ebenfalls feste Zahlenwerthe, wenn 
man in der zu ihrer directen Berechnung nützlichen Formel (138b) 
die Constante rechts gleich 1 setzt, also fordert 


ae (148) 


Daraus ergeben sich folgende beispielsweise angeführten Ausdrücke: 


15 3 35 15 
Pu=l, Pay = 3p, Duc A — 3, Du = -5 — 2 U, 
P - 3, Na - 15 u, r- , u... (1488) 
Pa = 15, Pıs = 105 u, 
PA = 105, 


Die Allgemeinheit der Kugelfunctionen un mit ihren (2n + 1) 
verfügbaren Constanten wird durch diese eindeutigen Zahlenfest- 
setzungen nicht beschränkt, da wir ja bereits in den Gleichungen (132a) 
diese als Au n und Bu oder als C, m und cym freigehalten haben; 
nur die in (131 a, (131 b) und (132) und in der Tabelle (182 b) zu- 
gesetzten Factoren E, a erhalten vorgeschriebene Zahlenwerthe, die 
man leicht ermitteln könnte, wo es von Wichtigkeit wäre. Es sei 
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hier nur angeführt, dafs der Factor dn in Gleichung (132c) den 


Werth annimmt: 
kun =(— 2}. (149) 


§ 42. Darstellung einer willkürlichen Function der Richtungs- 
winkel im Raume durch eine Kugelfunctionenreihe. 


Eine wichtige Bedeutung der Kugelfunctionen für die Potential- 
theorie besteht, wie aus den bisherigen Ausführungen ersichtlich, 
darin, dafs man aus ihnen auf zwei Weisen: entweder durch Division 
mit r"+! oder durch Multiplication mit r", Integrale der LAPLACE- 
schen Differentialgleichung gewinnen kann, und dafs auch Summen 
mehrerer, vieler, ja convergente Reihen unendlich vieler solcher Ge- 
bilde als Potentialfunctionen in ladungsfreien Raumgebieten gedeutet 
werden können. 

Wir kommen jetzt zu einer anderen hervorragenden Eigenschaft 
der Kugelfunctionen, durch welche in Verbindung mit der vorher 
erwähnten es möglich wird, jede an einer Kugelfläche willkürlich 
vorgeschriebene Werthvertheilung stetig durch den inneren und den 
äulseren Raum so fortzusetzen, wie dies von dem Potential einer 
elektrischen Flächenbelegung der Kugel gefordert werden muls. 
Diese neue Eigenschaft ist folgende: Man kann durch die con- 
vergirende Summe einer eventuell unendlichen Reihe von Kugel- 
functionen in einer der beiden Normalformen (132a), also durch 
einen Ausdruck von der Form 


fu, 7) RH Pall — Ann eos mV Bu u sin m] (150) 


oder von der gleichbedeutenden Form 


fæ d= $ $ ET — en n) (150 a) 


jeder willkürlich vorgeschriebenen Werthvertheilung einer Function 
der beiden Polarcoordinaten + und n, oder was dasselbe bedeutet, 
jeder Function von u und n beliebig nahe kommen, wobei natürlich 
der Variabele u auf das Intervall — 1 bis +1 (die Poldistanz Ý 
liegt zwischen 0 und x), die Variabele 7 auf einen einmaligen Um- 
kreis, sagen wir auf das Intervall 0 bis 2# zu beschränken ist. Um 
Bedenklichkeiten gegen diesen Ansatz zu entgehen, wollen wir nur 
annehmen — was in physikalischem Sinne immer zulässig sein 


188 ERSTER THEIL. 8 42 


dürfte —, dafs Unstetigkeiten bei dieser vorgeschriebenen Function 
entweder nicht vorkommen oder doch als sehr steile aber continuir- 
liche Uebergänge angesehen werden dürfen, und dafs ferner die 
vorgeschriebenen Werthe für keine Richtung des Raumes unendlich 
werden. Die Eindeutigkeit der Function ist eine selbstverständliche 
Vorbedingung, da die Kugelfunctionen einzeln, also auch in Summe 
eindeutige Werthe liefern. Vom Radiusvector r der Polarcoordinaten 
müssen die durch (149) darstellbaren Functionen natürlich auch 
unabhängig sein, wie es die Kugelfunctionen sind. Man kann sich 
daher die willkürliche Function dadurch versinnlichen, dals man 
um den Nullpunkt eine Kugel von beliebigem Radius legt und auf 
jeder Stelle ihrer Oberfläche topographisch den Werth verzeichnet, 
welcher auf dem dadurch betroffenen Strahl herrschen soll. Man 
könnte etwa so, wie auf Landkarten die Darstellung der Hebungen 
und Senkungen des Terrains durch Isohypsen üblich ist, die Rich- 
tungen, in denen die willkürliche Function kein Gefälle zeigt, durch 
Linienschaaren angeben, welche sich nirgends durchschneiden können 
und die Stellen der Maxima und Minima ringförmig umgeben. Die- 
selbe Darstellung ist auch zur Veranschaulichung der einzelnen 
Kugelfunctionen nützlich, welche jede eine ganz bestimmte regel- 
mäfsige Werthvertheilung besitzt. Die Stellen, wo eine einzelne 
Kugelfunction gleich Null wird, liegen auf Parallelkreisen und auf 
äquidistanten Meridianen, deren Anzahl durch n und m bestimmt 
wird. In den einzelnen hierdurch abgegrenzten Feldern sind die 
Werthe abwechselnd positiv und negativ, um ein in der Mitte jedes 
Feldes liegendes Maximum oder Minimum angeordnet. 

Dafs man durch Superposition vieler solcher Vertheilungen unter 
Verfügung über zwei Reihen von Coefficienten (4 und B oder auch 
C und d eine grofse Mannigfaltigkeit herstellen kann, leuchtet ein; 
dafs man aber jedem gewünschten Verlauf beliebig nahe kommen 
kann, bedarf vom streng mathematischen Standpunkt eines Beweises, 
nämlich eines Nachweises der Convergenz der unendlichen Reihe (150) 
gegen die geforderten Functionswerthe. Denter und auf anderem 
Wege Sir W. Tuomsoxn haben diesen Beweis geführt. Die Sache 
liegt analog wie bei den Fouxrer’schen Reihen, nur ist das 
Problem hier wegen der zwei Variabelen u und n7 noch com- 
plicirter. 

Wir wollen uns hier damit begnügen, zu zeigen, wie man für 
jede willkürlich vorgeschriebene Function f(u, o) die zwei Reihen 
von Coefficienten thatsächlich berechnen kann. 

Von den beiden Formen (150) und (150a) ist die zweite die 
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anschaulichere, weil sie zeigt, dafs der Einfluſs oder die Stärke 
eines einzelnen Gliedes der Reihe nur von einer Amplitude Opm 
bestimmt wird, während von der Phasenconstante cnm nur die Lage 
der Nullmeridiane der einzelnen Kugelfunction abhängt. Die eigen- 
artige Werthvertheilung der einzelnen Kugelfunction erscheint näm- 
lich als drehbar um die Polaraxe, ihre Stellung wird durch o, m 
festgelegt. Für die Auswerthung der Coefficienten ist aber die erstere 
Schreibweise (150) mit zwei gleichartigen Reihen von Amplituden 
Anm und Bym die allein geeignete. Man kann ja nachträglich, 
nachdem man die A und B gefunden hat, leicht die C und e daraus 
bilden. 

Wir wollen nun den Werth eines bestimmten Coefficienten A; ; 
berechnen. Zu dem Zwecke erweitern wir die Gleichung (150) mit 


N VI - cos i n, 


d. h. mit eben dem elementaren Bestandtheile jener unendlichen 
Doppelsumme von Kugelfunctionen (150), welcher durch den ge- 
suchten Coefficienten Ar ; angeführt wird. Sodann multiplieiren wir 
noch mit dem Flächenelement der Einheitskugel und integriren 
den gewonnenen Ausdruck über diese ganze Fläche. 

Das Flächenelement hat, in den Polarcoordinaten 9% und u 
ausgedrückt, den Werth 


do = sin dd 
und die Integration erstreckt sich für den Polwinkel 0 von 0 bis z, 
für den Längenwinkel 7 von 0 bis 2%. 
Da hier nun u = cos # als Variabele statt & eintritt, und 
du = — $in d déi 
ist, gilt 
d 6 = — du , d n 


und die Variabele u läuft in dem Integral von +1 bis —1. Der 
Werth der Oberfläche der Einheitskugel ist also 


* 2 2122 


[fin #09 an cl du)-dn S fan Duer gen gei 
00 +10 1 0 


Die vorher beschriebenen Operationen an (150) führen also zu 
der Formel: 


190 ERSTER THEIL. 8 42 


+1 Za 


farfan-rwn- R. Hi p" cosin 
-l 0 


+ 22 (151) 
* H dëng a D 
-—Jalalë D Pu Bu VA `" (An,meosin cos mj Bu m eos iin m. 
nam 
EA 0 


Dabei sind bereits die von den laufenden Ordnungszahlen n, m 
unabhängigen Factoren mit den festen Zahlen f, i unter das Doppel- 
summenzeichen gesteckt, eine Operation, die man sich auch bei un- 
endlichen Summen stets erlauben darf. Nun aber machen wir eine 
weitere Umformung, welche nur erlaubt ist, wenn sowohl vorher wie 
nachher unbedingt convergente Reihen im Spiele sind: Wir ver- 


tauschen die Reihenfolge der Operationen f 1 und T, führen 


also die Integration über die Kugelfläche gliedweise an den ein- 
zelnen Summanden der Doppelsumme aus. Bezeichnen wir der 
Kürze wegen die linke Seite der vorstehenden Gleichung (151) mit 


L, so folgt: 
+1 
I=$ $ u 
n=0 EA 
—1 (15la) 
2x 


fan (An m cosin-cosmnm + Bn m cosin ein m 3 
0 


Hierbei ist das Doppelintegral über jeden einzelnen Summanden, 
entsprechend der Abhängigkeit seiner einzelnen Factoren von u allein 
und von y allein, bereits in das Product zweier einfacher Integrale 
zerlegt. Letztere sind nun für jedes Zahlenpaar n =m, und für 
das feste Zahlenpaar {f Si aufzusuchen. 

Das hintere Integral über den Längenwinkel n ist mit einziger 
Ausnahme des Falles m=i für alle anderen Zahlen m gleich Null. 
In dem Falle m =i> 0 hat es folgenden Werth: 

2a 
SantAnı cosžin + Bu cosin sinin) = æ+ Anis (152) 
0 


welcher aber für m = i= 0 durch den abweichenden Werth 


KÉ 
fan 422 4 (152a) 
0 


zu ersetzen ist. 
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Diese Formeln (152) sind auf elementarste Weise herleitbar 
und kommen in gleicher Weise bei der Berechnung der Coefficienten 
der Founmn'schen Reihe zur Anwendung. 

Von der Doppelreihe (151) bleibt also nur eine einfache Reihe 
über die Zahlen n bestehen, behaftet mit den Factoren sAn; oder 


im Sonderfall mit 2 u Ans: 
+1 


o i 
2= 928 [Au fau Pu Hu- U (158) 
n= 
—1 
) Für i- 0 muls 2 u statt u eintreten. 


Zu bemerken ist, dafs jetzt nur noch die Producte von je zwei 
P-Functionen mit gleichem m i vorkommen, und dals wegen 
i+m= 2i die Irrationalität von y1 — u? aufgehoben ist. 

Diese „Integrale in (153) sind nun, mit Ausnahme des Falles 
n = f, ebenfalls für alle Zahlen n gleich Null. Zum Beweise dessen 
können wir uns freilich nicht auf elementare Integralformeln be- 
rufen, wir müssen vielmehr den Beweis auf Grund der Definitionen 
der Pa, m führen. 

Die erste Einführungsform (132) dieser Functionen würde un- 
geschickt zu diesem Zwecke sein. Dagegen kommt man bequem 
zum Ziele, wenn man die Differentialgleichung (137) für die Py, m 
heranzieht. Diese lautet für m = i: 


d? Pri Pri H H 
6-1 du — 26 i+ Du“ "Ca ＋ n - i) iT) R=. 


Um im letzten Gliede den Integrandus aus (153) herzustellen, er- 
weitern wir die Gleichung mit Py(1— u®). Dadurch entsteht aber 
zugleich in den beiden vorderen Gliedern ein vollständiger Diffe- 
rentialquotient, denn es ist: 


— Zu + 1)( 470 4% 


d i+1 dP, i+1d’P, 
e Tuj d 1 
| u 


Unsere Differentialgleichung lautet also nun: 


＋ U in + i 1) RAT — p) =0. 


d i+1 dP, 
aega t- E = 


Nun multipliciren wir mit du und integriren von —1 bis +1. 
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Dann kann man das vordere Integral durch partielle Integration 
umformen 


1 ＋4.jd 
. 1 — u? ja 
fr W 


i+1dP. i+1dP,; db 
= Pull- a Mp 3 
4— 4 du (1- u’) du 5% 


Der integrirte Theil verschwindet wegen (1— u“) an beiden Grenzen. 
Im Restintegral ist noch wegen Gleichung (188a) und wegen der 
am Schluſs von $ 41 gemachten Festsetzung der Constanten in 
dieser Gleichung: 


dP, 4 
Ju Feten, an Nr 


Wir erhalten also das Resultat: 


+1 
(EA 
[Pur TE H du 
ge (154) 


+1 


= (m i n + i+ 1) Pri Pul 1d. 
Sch 


Da n und f zwei beliebige Ordnungszahlen sind, so muls diese 
Gleichung auch gelten, wenn man n und f vertauscht. Dabei bleiben 
aber beide Integrale unverändert, nur der Zahlenfactor auf der 
rechten Seite nimmt jetzt den Ausdruck (t — iht + i + 1) an, ändert 
also seinen Werth, falls nicht gerade f = n ist. Daraus ergiebt sich 
aber nothwendig, dafs beide Integrale verschwinden müssen, wenn 
f und n verschieden sind: 

+1 
ſ u- Pal pdu = 0 für nt. (155) 
—1 


Von der Summe über n in der Formel (153) bleibt also nur das 
eine Glied n = f übrig: 
1 0 
L= "a A. [PAU 9 du. (156) 
ar 


) Für i = 0 muſs 2 u statt u eintreten, 


Dieses eine Glied kann nicht verschwinden, da das Integral über 
einen durchweg positiven Werth erstreckt ist, diesen Betrag zu er- 
mitteln, ist unsere nächste Aufgabe, 
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Man kann die Beziehung (154), nachdem man darin n = f gesetzt 
hat, als eine Recursionsformel für diese Integrale entweder bei 
steigendem oder sinkendem Index i benutzen. Wir kommen schneller 
zum Ziele, wenn wir steigende i benutzen. Nun kann der zweite 
Index höchstens den Werth des ersten Index f erreichen. Wir 


setzen also in der Formel (154) successive i, i 1, i 2, . .. bis 
f — 1, und erhalten: 
+1 +1 


1 
foua — p’) du = TEF Pin — p’) au 
-l — 
+1 


+1 
fe — p) "dp = e E, u) "au 
1 


-1 


+1 +1 
t-1 1 t 
foira- dp = ger du. 
—1 -l 


Durch Multiplication der ganzen Schaar folgt: 


+1 
i 
1 (156a) 


+1 


1 t 
SEE EFFE D T0 dp: 


In dem rechts übrig gebliebenen Integral ist Pfr nur ein constanter 
Factor. Es ist nämlich 


Bass 1-8-5 ... (2n — 1} 
Dies erkennt man aus (148), wenn man bedenkt, dafs beim 


nfachen Differenziren des Ausdrucks P, in (147) nur noch die 
Spuren des höchsten Gliedes u" übrig bleiben, und dafs 


d" (us) .1 
du" =n(n— 1)... 2 
ist. Man sieht es auch aus den in (148a) angeführten ersten Ver- 


tretern 
N, = 1, Pa=3, Pass 15, Pia = 105, 
H. v. Hersuorrz, Theoret, Physik. Bd, IV. 18 
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Den constanten Factor kann man aus dem Integrale herausziehen 
und es bleibt schliefslich nur folgendes Integral zu berechnen übrig 


+1 


t 
fü — u?) du. 
—1 
Da müssen wir nun, nachdem wir bei der höchsten Stufe f die P? 
aus dem Integral hinausgeworfen haben, mit einer recurrenten Formel 
wieder hinunter steigen. Diese Formel gewinnt man so: Es ist: 


t t — 
dt - p?) u) = (1 — p?) dp — SL u) pèdu 
oder wenn man vil — (1 — u?) setzt 
al — uY ln (2t + UU — wë du — SI — p) dy. 
Dies von — 1 bis + 1 integrirt, giebt: 


+1 +1 


EA De Sa NE EE e 
Die linke Seite verschwindet an beiden Grenzen, die Integrale rechts 


sind von der gesuchten Art. Man findet daher: 


+1 +1 


2 z 
fe zum — 1 d 
= —1 
fm 


+1 ` +1 
fü — p’) du = tfu — .d 
—1 -1 


-a 


+1 +1 
Ju — u) du = 0 = 4.2. 
SÉ 4 


Durch Multiplication der Schaar ergiebt sich: 
+1 
fe — u) du = 2. 


—1 


Si 24 — 2).28 
ROEURG EAR 
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Dazu tritt nun der Factor: 
Ri HIS f 1. 


Die ungeradzahligen Nennerfactoren heben sich also mit Aus- 
nahme des letzten fort. Es bleibt im Nenner nur (2 f ＋ 1) stehen. 
Im Zähler ist die erste Potenz der ungeraden Zahlen bis (2 f — 1) 
übrig geblieben. Dazu gesellt sich aber das Product der geraden 
Zahlen bis 2f, so dafs der Zähler das Product aller Zahlen 
1.2.3 .. . (2k — 1) 2k enthält. Schliefslich ist noch ein einzelner 
Factor 2 vorhanden. Es ist mithin: 


+1 
2 
(EIER 2 128. er . 2t. 
—1 


Dies haben wir nun in (156a) einzusetzen. Dort steht im Nenner 
ebenfalls eine Zahlenreihe, beginnend mit 1- 2. 3. und schlieſsend 
mit (2k — 1) 2k, aber sie hat in der Mitte eine Lücke. Es fehlen 
ihr die Factoren 


CAS. 


Während sich also die vorhandenen Factoren gegen die ent- 
sprechenden der vollständigen Zahlenfolge im Zähler heben, bleiben 
die Zahlen der Lücke im Zähler ungehoben stehen, so dafs wir die 
Schlufsformel finden: 


+1 
(EDERT 
EA) 


Für i= 0 versagt diese Schreibweise. Nämlich für diesen Fall 
zeigt die Zahlenreihe im Nenner von (156a) gar keine Lücke, es 
folgt vielmehr auf (f — i) = k unmittelbar (f + i + 1)=t+ 1. Dels- 
halb hat dann obige Schreibweise der Lückenzahlen keinen Sinn, 


vielmehr hebt sich dann: 291 =1 und es ist 


2 
[aan T (1560) 


Für i = 1 bestehen bereits zwei Lückenzahlen f-(f + 1), welche auch 
in (156b) richtig auftreten. 
18* 
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Wir können nun zu unserer Hauptaufgabe schreiten, den 
Coefficienten Ar; auszudrücken. Wegen der Besonderheiten, welche 
der Fall i =0 in zwei Hinsichten aufwies, wollen wir diesen zu- 
nächst ausnehmen. Die Formel (156) unter Benützung von (156b) 
liefert jetzt: 


Um a DET E E 


et AE 

2t+1 
Isoliren wir Ap; und setzen für L wieder den ausführlichen 

Ausdruck ein, welcher die linke Seite der Gleichung (151) bildet, 

so erhalten wir das Resultat: 

+1 2 


271 ? 
= HIE e cosin. (157) 
0 


OU" Bar) 


Für den Fall i= 0 folgt unter Beachtung der Besonderheiten 
(An statt 2 und Fehlen der Lückenzahlen) 


+1 2a 
LENA 
Ato = 45 au fantem Do, (157a) 
1 8 
Besonders zu erwühnen ist noch das Anfangsglied: 
+1 2a 
1 
doo de Jan ſanſi , (157 b) 
1 0 


welches übrigens in richtiger Form aus Aro folgt, da Poo = 1 ge- 
setzt ist. Da 4m die Oberfläche der Einheitskugel mifst, sieht man, 
dafs dieses Ayo nichts Anderes ist, als der Mittelwerth der willkür- 
lichen Function f(u, n). 

Die Berechnung der anderen Coefficientenschaar Bum geschieht 
in ganz analoger Weise. Suchen wir ein bestimmtes Bri, 80 er- 
weitern wir die Gleichung (150) mit 


Pa VMI ein i 


und verfahren genau so weiter, wie vorher. 
An Stelle der Gleichung (152) tritt jetzt 


2 
ſan (Au sin i ij os i + Bisin? in) = Bri 
0 
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Um den (152a) entsprechenden Sonderfall i = 0 haben wir uns hier 
nicht zu bekümmern, da Glieder mit den Coefficienten Bao nicht 


vorkommen. 
Das Resultat, entsprechend (157) wird 


2171 j | d 
= Pafii) h. dy | dnf (mn) PN S sinin. (158) 


843. Einfaches Beispiel für die Darstellung einer Function 
von u durch eine Kugelfunctionen-Reihe, 


Um die Brauchbarkeit der vorstehenden Formeln für die Be- 
rechnung der Coefficienten einer Kugelfunctionen-Reihe zu zeigen, 
wählen wir ein einfaches Beispiel, welches zugleich noch in anderer 
Hinsicht von Wichtigkeit ist. Wir legen um den Nullpunkt eine 
Kugelfläche vom Radius R, und bestimmen auf der Polaraxe im 
Abstand R, einen festen Punkt. Wir wollen dabei, um eine be- 
stimmte Vorstellung zu haben, R, > R, annehmen, so dafs der feste 
Punkt aufserhalb der Kugel liegt. Die Entfernung o dieses Punktes 
von den verschiedenen Stellen der Kugelfläche ist dann unabhängig 
von deren Längenwinkel y, alle Orte, die auf dem gleichen Parallel- 
kreise liegen, besitzen gleiche Entfernung von jenem auf der ver- 
lüngerten Polaraxe festgelegten Punkte. Von der Poldistanz + hängt 
diese Entfernung aber ab nach der bekannten Formel 

o = VR} + R? 2 R, R cost, 
in welcher R, und R, als Constanten, und cos d = u als Variabele 
erscheint. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe den reciproken Werth dieses 
Abstandes durch eine Kugelfunctionen-Reihe auszudrücken. Zu dem 
Zwecke haben wir in die Schlufsformeln (157, a, b) und (158) ein- 
zufügen: 


f — RR (159) 


Wegen der Unabhängigkeit unserer Function von n werden alle 
Coefficienten Ae: und Br; für i>0 verschwindend, denn in den 
Formeln (157) und (158) bleibt von der 8 über den Längen- 
winkel nur übrig 


E in= [üninan=0. 
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Wir brauchen daher nur die Reihe der Coefficienten Aro zu be- 

rechnen; die Formel (157a) vereinfacht sich, indem f dn=2n ist, 
0 


und lautet: 
+1 
2k41 Ft. o 


Aro = — d — — ˙ —mEPVLU—gK—K — 
2 Ff 


Da Do bekannte ganze Functionen von p sind [(vgl. Gleichung (147)], 
so kann man hiernach die Coefficienten der Reihe nach ausrechnen. 
Man wird auf Integraltypen von folgender Form geführt: 


(159a) 


+1 


fe ge EE S 
V R? + R?’ 2 1%. Rp 


el 


Für diese kann man durch partielle Integration eine Reductions- 
formel für sinkendes a aufstellen. Dabei erst wird es von Wichtig- 
keit, dafs wir R, > R, vorausgesetzt haben. Während nämlich die 
bisherigen Ausdrücke durchaus symmetrisch nach A, und R, gebaut 
sind, werden diese Integrale unsymmetrisch. 

Wir wollen hier nur die Ausrechnung der niedrigsten Glieder 
der Reihe andeuten. Die niedrigsten Vertreter der Po findet man 
in den Gleichungen (147a), die in Frage kommenden Integrale lauten, 
wenn man als Abkürzung der Quadratwurzel das Zeichen o setzt: 


e Be, mu E 
0 Lä o 3 * 
-1 EA 
+1 +1 
7 
K , Jä ée 
ER EA) 
Danach ist beispielsweise: 
te ve +1 +1 
7-2 
2 2 Ri vi SI u 
= — a 6 L- 
Ann . du 2 6 diz 
1 —1 Si 
e E AN er 5) = 1 e 
"2 eR 55 Y T'S R CN 
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Ebenso leicht wird man sich überzeugen, dafs 


und wenn auch das Bildungsgesetz des allgemeinen Coefficienten 
hier nicht streng abgeleitet ist, kann man es durch Analogieschlufs 
errathen: 

RI 
RT H 


Die Kugelfunctionen-Reihe, d. h. so viel wie in unserem einfachen 
Falle von der Formel (150) übrig bleibt, lautet hiernach: 


At, o = 


U Je, n 
0 "si bart 


Se We N o> N (159b) 


Wenn wir mit dem grölseren R, erweitern, und die Zeichen o 
und >) durch die ausführliche Schreibart ersetzen, so erhalten wir: 


Er rag . 


(1596) 


8 
+ (2 Fo EE 

Nun können wir auch gleich die entgegengesetzte Annahme, 
dafs nämlich der feste Punkt auf der Polaraxe innerhalb der 
Kugeltläche liegt, verfolgen. Wir brauchen dann den festen Abstand 
auf der Polaraxe nur R, und den Kugelradius R, zu nennen; dann 
ist wieder R| < R, und sämmtliche vorstehende Formeln bleiben 
ungeändert in Gültigkeit, nur haben R, und R, ihre geometrische 
Bedeutung für das Problem vertauscht. Den singulären Fall R, = R, 
wollen wir vorsichtshalber ausschliefsen, da dann die zu entwickelnde 
Function (159) im Pole für = 1 unendlich wird, und die Con- 
vergenz der unendlichen Reihe mindestens zweifelhaft erscheint. Es 
ist indessen nicht ausgeschlossen, dafs sie auch dann noch für echt- 
gebrochenes u zulässig ist. 
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Dieses Resultat (1590) ist nicht nur als eine Coefficienten- 
berechnung der Kugelfunctionen-Reihe mit höchst einfach geformtem 
Ergebnils interessant, sondern auch dadurch, dafs man die linke 
Seite, unabhängig vom vorigen, durch Anwendung des binomischen 


Lehrsatzes direct in eine Potenzreihe des echten Bruches * ent- 


wickeln kann. Diese Entwickelung muls dann mit unserem 
Resultat (159c) identisch sein, da dieses, wie sich zeigt, ebenfalls 


R, 


als Potenzreihe von 15 erscheint. Bei unserer Herleitung mulsten 


die (* als Coefficienten der Kugelfunctionen-Reihe erst auf- 


gefunden werden, während die o uns bekannte Normalfunctionen 

waren. Bei der Entwickelung in eine Potenzreihe hingegen sind 

die (10 'die bekannten Normalfunctionen, während die zugehörigen 
2 

Coefficienten, welche mit unseren P, o identisch sein müssen, erst 

gefunden werden müssen. 

Diese doppelte Bedeutung der Entwickelung (159 c) ist für uns 
wichtig. Wir haben nümlich die Kugelfunctionenreihe aufgestellt, 
ohne uns streng mathematisch von ihrer Convergenz zu überzeugen. 
Wir konnten nur sagen: Unter der Voraussetzung, dafs solche Reihen 
möglich sind, müssen ihre Coefficienten die Form (157) und (158) 
haben. Von der Potenzreihe des Binominalsatzes ist aber wohl- 


bekannt, dals sie convergirt, so lange Lal ein echter Bruch ist. 


Ferner sieht man, dafs die Reihenentwickelung (159c), als Potenz- 
reihe aufgefalst, zu einer vom Früheren unabhängigen Definition der 
Kugelfunctionen P, führt, und zwar zu einer solchen, bei welcher 
nicht erst unbestimmte Factoren geeignet festzusetzen sind, sondern 
welche sogleich eindeutige Zahlenwerthe liefert. 

Dieser Weg ist zuerst von Lartace eingeschlagen worden. 
Wegen der Bedeutsamkeit der merkwürdigen Beziehung wollen wir 
diese Potenzreihenentwickelung hier ebenfalls noch ausführen. Man 
kommt am leichtesten zum Ziele, wenn man mit imaginären Expo- 
nentialfunctionen rechnet 


u = cos = }{e!® + e-i9), 


Dann zerfällt der Radicandus o? in zwei lineare, conjugirt complexe 
Factoren: 


25 + R’ — 2R, R, p= (R, Bert, N e 10. 
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Setzen wir noch zur Abkürzung für den echten Bruch 
R 


ac, 


so wird die linke Seite von (159 a): 


AED e 
WT R- 2 E 
Der binomische Satz liefert: 


ss DL — 4 10) f. ( — 4 e 4% J. 


1.8 1-8.5 


Be d e 17% „13 adié 290 „ aa 
(1— ei? I+zue ＋ 240 toig” 0 +... 


ß DD EE 
(1— ae!) I+zae ＋ 24% tagg’ +... 
Beide unendlichen Reihen convergiren absolut, da der Modul der 
complexen Zahlen «etið < 1 ist, Darum kann man das Product 
der linken Seiten durch gliedweise Multiplication der rechten Seiten 
finden, wie folgt: 


1 ueo) ( Se ar) 
=1+ EE +e-i9) + E 
2 2 


18221 210 Zë 3% —14% 4.134 
GE +e ＋ 2 ateit Le +r” 


1:8-5 


To 


DN ＋ 284% + 2 cee + 6-29) 


1-8 1.8.5 A 
SC, ai 


äist) 2 
Tae enn 


2:4-6 
+... 


Die imaginären Exponentialgröfsen vereinigen sich durchweg zu den 

reellen Werthen der zweifachen Cosinus der Vielfachen von . 
Ordnen wir nach Potenzen von e und bezeichnen zur Ab- 

kürzung die auftretenden Zahlenfactoren durch Symbole von der 


Form: 
1:8-5 2 5 
2.4-6 6p 
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so kommt: 
4-2 +a) 2! 
+æ: 2[· II cos a 
+ * 2 [L. N cos 2 0 +4[-3]% 
+ a? SI I eos g + Nl. I cos 9 
+ @*.2{[-4]00849 + [-}] [4] cos2 9 +4 L- 117 


Allgemeines Glied: 


2 n —1 1 2n— 8 S 
+g" 2. | cos n d BR |: 5] |: 2 —2 cos (n — 2) d 


Lz eeh 9 .. J. 


Dieses Polynom ist für ungerades n fortzusetzen, bis das Glied mit 
cos d (einfacher Winkel) erreicht ist. Für gerades n schliefst der 
Ausdruck mit dem von 8 unabhängigen reinen Zahlengliede 


ab, welchem der besondere Factor J zugesetzt werden muls, weil 
der aus dem Polynom herausgezogene Factor, herrührend von den 
zweifachen Cosinus, diesem Gliede fehlt. 

Damit haben wir die Potenzreihenentwickelung vollendet und 
zugleich eine neue Darstellung der Kugelfunction D, o gefunden, denn 


nach (159b) ist diese gleich dem Coefficienten von «" = Lol 2 


2n—1 

2n 
sctzen, so dafs sich, nach leicht übersehbarer Hebung gemeinsamer 
Zahlen in den Zählern und Nennern das Resultat ergiebt: 


Man pflegt noch den Factor |: 


| vor die Klammer zu 


1-8...2n—]1) len 
e eee ee Vi EEE — 9, 
Pa, o Sean (Coen, + Ee yj Soit 0 


1.3-n(n— 1) 


tizan- en) 


(160) 


STEE 


Hierbei ist vorstehende Bemerkung über das Abbrechen des 
Polynoms und für gerades n auch der Zusatz des Factors } zum 
letzten Gliede zu beachten. 
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Wollte man diese Formel (160) zur Deckung mit (147) bringen, 
so mülste man die Cosinus der Vielfachen von # durch Potenzen 
von cos% ausdrücken. Die Umrechnung ist indessen recht ver- 
wickelt. Dafs beide Formeln thatsächlich nur zwei formell verschie- 
dene Ausdrücke für die nämlichen Functionen sind, ist wegen der 
Reihe (159 c) nicht zweifelhaft- 


BS 44. Anwendung der Kugelfunctionen auf elektrostatische 
Probleme. 


Nachdem wir im Vorangegangenen die wichtigsten mathemati- 
schen Eigenschaften der Kugelfunctionen dargelegt haben, wollen 
wir nun deren Anwendungen auf einige elektrostatische Probleme 
betrachten. Die erste Fundamentalaufgabe ist folgende: 

Auf der Oberfläche einer Kugel vom Radius R ist eine be- 
stimmte Vertheilung von Elektricität festgelegt. Das Potential 
des Feldes, welches von dieser Vertheilung herrührt, soll gefunden 
werden. Wir können die Flächendichtigkeit e als eine willkürlich 
vorgeschriebene (eindeutige, endliche, stetige) Function durch die Va- 
riabelen u = cos) und n eines in den Mittelpunkt der Kugel ge- 
legten Polarcoordinatensystems dargestellt denken. Man kann dann 
das Potential nach der altbekannten Formel: 


= j: eds 

p 0 
finden, wo ds Flächenelement der geladenen Kugeloberfläche, ọ der 
Abstand dieses Flächenelementes von dem Raumpunkt ist, in welchem 


p bestimmt wird. Wir wollen hier einen ganz anderen Weg ein- 
schlagen. Wir entwickeln zunächst e in einer Kugelfunctionenreihe 


* H 
Than I em eos (m en m). (161) 
n=0 m=0 
Die Coefficienten sind mit o a bezeichnet, weil sie ihrer Dimension 
nach Flächendichtigkeiten sind. Die Phase coo = 0. 

Das Potential bleibt, wie wir füher ausführlich nachgewiesen 
haben, an Stellen, wo endliche Flächendichten liegen, endlich be- 
stimmt und auch stetig. Daher bilden die Werthe p, welche das 
Potential auf der Kugeloberfläche selbst annimmt, ebenfalls eine 
(endliche, eindeutige, stetige) Function von u und n, deren Anord- 
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nung durch die Vertheilung von e bedingt wird, wenn wir auch 
noch nicht wissen, in welcher Weise. Jedenfalls können wir uns 
auch diese Function p durch eine Kugelfunctionenreihe ausgedrückt 
denken: 


7 SHH. Pam’ os m i ch m). (162) 


Die Coefficienten Pum sind von der Dimension des Potentials. Die 
Phasenconstanten ohn müssen zunächst als verschieden von den- 
jenigen in (161) angenommen werden, jedoch ist auch cóo = 0. 
Wir haben jetzt die Aufgabe, die auf der Kugelfläche durch 
(162) dargestellte Function p so in das Innere der Kugel und in 
den äufseren Raum fortzusetzen, dafs der Anschluſs an ọ ein stetiger 
ist, d. h., dafs p selbst beim Durchgang durch die Kugelfläche stetig 
bleibt, dafs ferner ꝙ überall innen und aufsen der LArtAcg schen 
Gleichung gehorcht, dafs o im Nullpunkt endlich und stetig bleibt 
und in sehr grolsen Abständen r gegen Null schwindet, mindestens 


wie 55 Haben wir eine innere und äufsere Fortsetzung gefunden, 


welche allen diesen Bedingungen genügt, so muls diese das gesuchte 
Potential sein, denn es giebt nur eine einzige solche Function. 
Hierbei kommt uns eine zweite Eigenschaft der Kugelfunctionen zu 
Statten, während wir bis jetzt erst die eine (die Darstellung will- 
kürlicher Functionen auf der Kugelfläche durch Kugelfunctionen- 
reihen) verwendet haben. Wir haben nämlich bereits in $ 38, noch 
vor Aufstellung der Normalformen, bewiesen, dafs jede Kugelfunction 
nten Grades sowohl durch Multiplication mit r", als auch durch 


Multiplication mit eine Raumfunction liefert, welche der 


riti 
LarLAch'schen Differentialgleichung genügt. Die erste Klasse dieser 
Functionen bleibt im Nullpunkt endlich, wird sogar, mit Ausnahme 
des Falles n = 0, daselbst gleich Null, sie wachsen aber in groſser 
Entfernung über alle Grenzen. Es sind dies ganze Functionen der 
cartesischen Coordinaten. Die zweite Klasse hat im Nullpunkt eine 
Unendlichkeitsstelle, schwindet aber in grolser Entfernung gegen 


Null mindestens wie = 


Wir setzen defshalb das Potential im Inneren der Kugel in der 
Form an 


= I e Pan HAL Panco — ohn), (1628) 


n=0 m= 
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im Aulsenraum 
Ed n Ru+i 
Pa 2 Kik zur Bell NI =u "Zu m Com — Cum). (162b) 
Diese Ausdrücke gehen für r= in stetiger Weise in die für oe 
aufgestellte Kugelfunctionenreihe (162) über, sie genügen auch beide 
der Larzaor’schen Differentialgleichung. 
Im Mittelpunkt erhalten wir den endlichen Betrag 


Pi = Poo 
r=0 


und in endlicher Entfernung schwindet (pa mindestens wie 


re 
Po = PO: 


Falls der Coefficient Foo = 0 ist, schwindet sogar % wie eine 
höhere negative Potenz von r. Wir haben also eine richtige Dar- 
stellung für das Potential der Kugelbelegung gefunden, freilich zu- 
nächst von unbekanntem Werthe, da wir die Abhängigkeit der 
Coeflicienten Pum und chm von der Vertheilung e, also von den 
Coefficienten enm und Cym noch nicht kennen. 

Zu dieser Kenntniſs verhilft uns nun der Satz, dafs der nach 
der Normale auf der belegten Fläche genommene Differentialquotient 
des Potentials beim Durchgang durch diese Fläche einen Sprung 
erleidet, dessen Betrag gleich — 4 e ist. Nehmen wir die Normale 
auf der Kugelfläche in Richtung der wachsenden r. Es ist: 


rn-1 u. ‚ 
N R" P, m e Pum eos (mn — oh m) 


ð G EI n+l — H 
ud St Zenn Pall WT Seepeeld gel 


n=0 m=0 


Setzen wir in diesen beiden Ausdrücken r= R, so erhalten alle 


Glieder den Factor K und es ist 


Oe, ð Ppi 5 
an) UL. 
Falst man beide Doppelsummen zusammen und dividirt durch — 4 a, 
so erhält man 


Ka n 
e => Ki = D m | nr! Fu bech en m) 
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Dies ist eine Kugelfunctionenreihe für e, welche wegen der Ein- 
deutigkeit dieser Entwickelung identisch sein muſs mit der Anfangs 
gebildeten Reihe (161). Die Vergleichung der Coefficienten liefert 
uns folgende einfache Relationen: 


Gun = Cnm 
und 


. 21 ＋4 1 
en m = Gun, (163) 


wofür auch geschrieben werden kann: 


= 4nR 
Pum = Zu TI “n. (163 a) 


So kann man zu einer vorgeschriebenen Flächenbelegung der 
Kugel leicht das Potential finden, und auch umgekehrt, wenn die 
Werthvertheilung von e auf der Kugelfläche vorgeschrieben ist, die- 
jenige Elektricitätsbelegung berechnen, welche ihr entspricht, zu- 
gleich liefern dann (162a) und (162 b) die richtigen, der LAPLACE- 
Gleichung genügenden stetigen Fortsetzungen des Potentials durch 
den inneren und äufseren Raum. 

Eine besondere Bedeutung hat der erste Coefficient eo. Er 
milst den Mittelwerth der Dichtigkeit über die ganze Kugelfläche, 
mithin ist 

e = 41 R?” e0 
die Gesammtladung der Kugel. Der entsprechende erste Coefficient 
Joo ist dann nach (163 a) 


— er 
Poo R 


und der erste Summand der Reihen für p wird 


stellt also das Potential der gleichförmig über die ganze Kugel- 
fläche verbreiteten Ladung e dar. In grofser Entfernung r bleibt er 
am längsten spürbar, während die höheren Glieder schon in ver- 
hältnifsmälsig geringeren Abständen der Reihe nach unmerklich 
werden. Besitzt die Kugel keine überschüssige Ladung, sondern nur 
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durch Influenz getrennte Belegung, deren algebraische Summe ja 
gleich Null sein muls, so fehlt dieses Anfangsglied sowohl in der 
e-Reihe, wie auch in den -, pı- und %- Reihen. 

Man kann also wegen der ungestörten Superposition der Wir- 
kungen die überschüssige Ladung der Kugel auch hier leicht ab- 
trennen von dem durch Influenz in positive und negative Quanta 
zerlegten Antheile des unerschöpflichen neutralen Vorraths. 


Besonders einfach gestaltet sich die behandelte Aufgabe, wenn 
die Belegung e durch ein einziges Glied der Reihe dargestellt wird, 
weil dann auch das Potential durch ein einziges entsprechendes Glied 
der Reihen (162a) und (162 b) gegeben wird. 


§ 45. Die transcendenten Integrale der Differentialgleichung 
der Kugelfunctionen. 


Man kann den Ansatz Gleichung (136) zu Anfang des 8 41, 
unabhängig von der damals aus den voraufgegangenen Betrachtungen 
übernommenen Bedeutung der Function P. u ), hinstellen als die 
von sonstigen Rücksichten unabhängige Forderung, es solle eine 
Potentialfunction ꝙ gefunden werden, welche, ausgedrückt in den 
räumlichen Polarcoordinaten r, u und 7, von der dort gegebenen 
Gestalt ist und welche der Larrace'schen Differentialgleichung genügt. 
Das Ergebniſs war, dals diese Forderung erfüllt ist, sobald man für 
Pam irgend eine Function von u einsetzt, wenn diese nur der 
Differentialgleichung (137) genügt. Weiter zeigte sich, dals jedes solche 
Hum der mte Differentialquotient einer Function P,,o ist, welch’ 
letztere der Differentialgleichung (139) genügen mufs. Mit der Auf- 
findung von Integralen dieser Differentialgleichung (139) sind also 
die Schlüssel zur Bildung von Potentialfunctionen des Typus (136) 
gewonnen. 

Bisher haben wir nur die eine Hälfte der gewonnenen Ausbeute 
verwendet. Wir fanden nämlich, dafs aufser der gewöhnlichen Kugel- 
function Pao, welche eine ganze Function nten Grades von u ist, 
noch eine andere Art von Integralen existirt, welche sich in Form 
der unendlichen Potenzreihen (148) oder (144) darstellen läfst. 

Diese sogenannten „Kugelfunctionen zweiter Art“, Qu, o, wollen 
wir jetzt näher betrachten und zur Bildung von Potentialen be- 
nutzen, 

Den Coefficienten des ersten Gliedes dieser Reihen können wir 
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willkürlich bestimmen; alle folgenden ergeben sich dann mit Hülfe 
der procurrenten Formel (141), welche lautete: 


(a — n) (n +a + 1) 
(a + 1)(a + 2) 


Man erhält folgende Reihen. Für gerades n: 


Aa+2 — Aa: 


Dir Ab Ju Zac, „me zeg u5 


2 (164) 
(1 —n) (8 —n) (5 — n) (n+ 2) (n+ 4) (n +6) 
+ ar EE RE a + m 
Für ungerades n: 
0 — 1 0—n)(2— 1 
98 4 , br e r e 


(0—n) (2 —n) (4— n) (n+ 1)(n+8)(n+5) 
ee STE a 


Die nothwendig aufzuwerfende Frage nach der Convergenz dieser 
Reihen wird erledigt durch Gauss’ Betrachtungen über die hyper- 
geometrische Reihe, Er definirt eine Function F der Variabelen x 
mit drei Parametern e, f, y durch die Reihe: 


17 gie ＋ 1) +1) 
Fla, P, yiz) = 1 + 1 


EEN 
2.3 7 UER 


In diesem Schema stecken, je nach den Werthen von c, f, y 
und je nach etwaiger Substitution einer anderen Variabelen für æ, 
sehr viele verschiedene Functionsarten, darunter auch solche, welche 
man bereits in anderen analytischen Darstellungen kennt. Wenn 
e oder f eine negative ganze Zahl oder Null ist, bricht die Reihe 
ab, stellt also eine ganze rationale Function dar, in allen anderen 
Fällen aber läuft die Reihe ohne Ende weiter. Natürlich darf y 
keine negative ganze Zahl oder Null sein. Gauss hat nun gezeigt, 
dal seine Reihe immer convergirt, wenn 4 < 1 ist, während sie 
für zi >1 immer divergirt (wenn sie nicht abbricht). Für den 
Grenzfall =? = 1 ist die Convergenz an die Bedingung y > («+ f) 
gebunden, ein über alle Grenzen grolser Werth ist für z? = 1 und 


+. 
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y = + ĝ zu erwarten, und für y < (« + p) ist dann die Reihe un- 
brauchbar, weil divergent. 

Unsere Reihen (164) und (165) lassen sich nun leicht als hyper- 
geometrische ausdrücken. Es ist nämlich für gerades n inclusive 0: 


l—n n+2 3 
= Arne F| 2 , ER D g’ n?) (164a) 
und für ungerades n 
„o — n n+1 1 
Quo Aur T 2 ` u 25 100. (165 a) 


[Es sei bemerkt, dafs diese Darstellungen auch auf die Kugel- 
functionen erster Art e anwendbar sind. Nur gilt dann (164a) 
für ungerades n und (165a) für gerades n.] 

So lange u als Cosinus des Polarwinkels echt gebrochen ist, 
convergiren also unsere Reihen sicher. Für u=-+1, das heilst 
für Punkte, welche auf der Polaraxe, der &-Axe unseres cartesischen 
Coordinatensystems, liegen, werden die dargestellten Werthe indessen 
unendlich, da in beiden Formeln der Specialfall y = œ + p vorliegt. 
Wir haben also auch zu erwarten, dafs die aus den Qn, abgeleiteten 
Potentialfunctionen in dieser Axe unendlich werden, was auf elektrische 
Belegung von endlicher Liniendichtigkeit schlieſsen läfst (vgl. 8 13). 

Bilden wir uns nun, um eine Anschauung zu bekommen, die 
ersten Vertreter dieser Kugelfunctionen zweiter Art, indem wir 
successive n = 0, 1, 2, 3 in die Reihen (164) resp. (165) einsetzen, 
so erhalten wir so übersichtliche Coefficientenfolgen, dafs eine Ab- 
sonderung der bekannten Reihe 

u+ ZM + 8 7 + ..= ln yr 
leicht ist. Die willkürlichen ersten Coefficienten wollen wir noch 
unbestimmt lassen und mit Const. bezeichnen. Dann erhält man: 


mar bus bus 


SN (166,) 
e. u UE 
eu 
| 1 
Qo=0- (1-3 Tog) 6 0 
CG (166,) 
u 
en 


H. v. Hrısuorrz, Thooret. Physik. Bd, IV, 14 
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NEE E ) 
0 = EEN ö L — SEN 


(166 
prakt ert eek E 
at Beet 
3.4 3.5 
Oso = chan 153 8.5 green 
(166,) 


.- 247 In Lte 


ete. 


Man erkennt an diesen ersten Vertretern noch andere gesetz- 
mäfsige Bildungen. Der Logarithmus erscheint in den einzelnen 
Qao multiplicirt mit der entsprechenden ganzen Function P, [vgl. 
Gleichung (147a)] und einem Zahlenfactor. Diesen letzteren können 
wir beseitigen, wenn wir der unbestimmten Constanten einen solchen 
Werth geben, dafs der Factor = + 1 wird. 

Wir machen also den Analogieschluſs aus obigen einfachen Bei- 
spielen, dafs allgemein gültig sein wird die Formel 


Ay 
In 
in welcher AR, eine ganze rationale Function (n — (ien Grades 


von u bedeutet, deren allgemeines Bildungsgesetz hier nicht auf- 
zufinden ist, deren erste Vertreter indessen abgelesen werden können: 


Qn,o = Ra + Hu o ln D (166,) 


8 5 2 
R=0, A=-1, 2. Bretz: 


Den allgemeinen Beweis für die Formel (166,), sowie die 
Kenntnifs des Bildungsgesetzes der R, verdanken wir Franz NEU- 
mann. Dieser hat zwar nicht unsere, für gebrochenes u reellen 
Q,,o-Functionen, sondern diejenigen Integrale zweiter Art der 
Differentialgleichung der Kugelfunctionen betrachtet, welche für 
u Lk 1 unendlich werden, wie unsere, aber nun für u? > 1 reell 
sind und für u = . gegen Null schwinden. Diese konnten wir 
nicht auffinden, weil wir als Lösung in Gleichung (140) eine posi- 
tive Potenzreihe angesetzt hatten. Würden wir statt dessen eine 
Reihe mit negativen Potenzen ansetzen, so würden wir eine ganz 
analoge procurrente Formel für die alternirenden Coefficienten finden, 
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somit für jede Zahl n eine Lösung in Form einer unendlichen Reihe 
mit einem willkürlichen Factor. Diese Reihe convergirt dann für 
HI > 1 und giebt die von Neumann betrachteten Ou o, welche sich 
mit den unsrigen in der Ausfüllung des Gebietes eines unbeschränkt 
variabelen u gegenseitig ergänzen. Die ersten Vertreter dieser Func- 
tionen lauten: 


al 
00 = A_, Le? + D Lef 8 0 | 


— (1670) 
= Const a / + | 
c— | 
er BE EE: Dn 
00 e) "tee "ée "kee +...) 
"erch? (167,) 
= Const. {— 1 + ol VE} 


2 8 4 
= 8 B. e B 
020 ( = A. G +85 57° +3-5 75° ＋ 35 9.115 + ) 


8 8 1 o+l 
= Oyait 2 ( vH) 


etc. nach derselben Regel: 


Guil Const + Hu o In + - l. (167,) 


Die Variabele ist hier mit e bezeichnet, um dem Buchstaben u 
seine Bedeutung als Cosinus eines reellen Winkels zu wahren. Aus 
diesen Formeln kann man die Gestalt der A, für höhere n leichter 
erkennen, als aus unseren Gleichungen (166) Denn wenn man hier 
c= œ setzt, muſs On, o(o)=0 werden. Daraus folgt, dafs alle 
positiven Potenzen von ø fehlen müssen, was zur Bestimmung von 
R, hinreicht. 

Diese Andeutungen mögen hier genügen. Weitere Aufschlüsse 
z. B. in Hie Handbuch der Kugelfunctionen, Franz NEUMANN 
Vorlesungen über die Theorie des Potentials und der Kugelfunctionen 
und Aufsatz in COrerue's Journal Bd. 87 S. 21. 

Wir wollen nun die Kugelfunctionen zweiter Art zur Bildung 
von Potentialen benützen, und uns dabei auf die für echt gebrochenes 


1 = cos d =2 gültigen beschränken. Aus Ou o, welches in (166,) 


14* 


(167,) 
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gegeben ist, entstehen zwei im ganzen Raume, mit Ausnahme der 
x-Axe, gültige und der LALACH schen Gleichung folgsame Potentiale: 


A Lin 
ve A I+u 
en re EC (168 a) 


Die elektrischen Felder, welche ihnen entsprechen, können herrühren 
von einer Belegung der beiden Hälften der æ-Axe mit entgegen- 
gesetzten Elektricitüten vom Vorzeichen der zugehörigen Ab- 
messungen x. Im ersten Falle (168) ist die Liniendichtigkeit auf 
jeder Hälfte bis in's Unendliche constant = +}. Im zweiten Falle 


(168 a) ist die Liniendichtigkeit = 25 , nimmt also im Unendlichen 


2% 

gegen Null ab, wird aber in der Nähe des Anfangspunktes über alle 
Grenzen grols. Im Anfangspunkte selbst stolsen in beiden Fällen 
entgegengesetzte Ladungen unvermittelt an einander. Die den Raum 
durchsetzenden Aequipotentialllächen sind im ersten Falle u = con- 
stans, also Kegelflächen mit der Spitze im Nullpunkt, im zweiten 
Falle haben sie eine rübenähnliche Gestalt, das stumpfe Ende im 
Nullpunkt. Den aus den höheren Oo gebildeten Potentialen, z. B. 


1 
ger: Da und = 77 Qio 


etc., allgemein 


1 
Pp es r" Quo und zurt On o 


entsprechen immer complicirtere Belegungen der z-Axe, und wenn 
wir gar zu den hier gar nicht betrachteten, aber möglichen Func- 
tionen: i 
m 
MELT 

übergehen, und nach dem Schema der Gleichung (136) Potentiale 
daraus bilden, so wird die Mannigfaltigkeit noch gröfser. Indessen 
haben diese Fälle mehr ein mathematisches Interesse. Für die 
Elektrostatik sind sie delshalb weniger wichtig, weil alle Ladungen 
und Niveauflächen sich bis in's Unendliche erstrecken, also niemals 
etwa einen geladenen Conductor repräsentiren können. 
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$ 45a. Einige Potentialfunctionen in elliptischen Coordinaten. 


Wichtigere Resultate erhalten wir aus unseren neu gewonnenen 
Potentialfunctionen durch Anwendung einer Methode, welche auf 
folgender Ueberlegung beruht: Nehmen wir irgend eine Lösung der 
Larracoe’schen Gleichung, welche als analytische Function der car- 
tesischen Coordinaten ausgedrückt werden kann, also ꝙ (, y, x), und 
setzen wir an die Stelle der einen Raumabmessung z die complexe 
Variabele æ A ia, wo a eine constante Länge bedeutet, während x 
nachher wieder die gewöhnliche Coordinate bezeichnen soll, so kann 
man mit bekannten Rechenoperationen die complex gewordene 
Function ꝙ in einen reellen und einen rein imaginären Theil zer- 
legen. Wir drücken dies in der Gleichung aus: 


glo +ia,ya)= vie, y Y + ix (, y x). 


. 5 r 0? 02 ð? 
Die Larraor'sche Operation Jz + Jy + Jz muls dann auch, 


an der complexen Function ausgeführt, das Resultat Null geben, weil 
KE SEI (æ + ia) dë? ö@+ia)_, 


ôs G ia) Öx dr 


2 
ist, und bei der zweiten Differentiation a dasselbe gilt. Wir er- 
halten also die Bedingung: 
Aly + ix) = AY AN =, 
welche nur erfüllt sein kann, wenn 
dy=0 und 4x = 

ist. Diese Methode lehrt uns also aus einer bekannten reellen 
Lösung p der Larzaor’schen Gleichung zwei neue reelle Lösungen 
y und y herzuleiten, welche, wie wir sehen werden, von ihrer 
Mutter wesentlich verschieden sind. 

Zur Anwendung wählen wir die einfachste der soeben gefundenen 


Potentialfunctionen (168), Wir können sie leicht in cartesischen 
Coordinaten ausdrücken, denn der Cosinus des Polarwinkels ist 


DEE wobei DEN EEN Si, 


r+zx 
a area 


Man erhält 


214 ERSTER THEIL, § 45a 


Substituiren wir nun an Stelle von æ die complexe Variabele z + ia, 
so müssen wir dies auch in dem Ausdruck r thun, welcher dadurch 
ebenfalls complex wird: 


r' = e+ i y+ =al in). 


Den Zusammenhang der beiden reellen Zahlen A und » mit den 
reellen Abmessungen z, y, x findet man leicht, wenn man den Aus- 
druck r’ quadrirt und die reellen und rein imaginären Theile ein- 
ander gleichsetzt. Man erhält: 
z=alr 
* ＋ % ＋ 4 — ai ss OI — . | 
Die ausgeführte Substitution liefert die complexe Function: 


(169) 


VE ; 


a +ir)— = ia 


p=ln 


Setzt man hierin auf Grund der vorstehenden Relation (169) 
4 al und hebt den Factor a in Zähler und Nenner, so erhält 
man folgende durch leichte Umformungen aus einander entstehende 
Ausdrücke: 


Fir +ir ti Ativ tinti I] IHN?) Ati) ie — 
gali Ee S ESCHER EA 7 J—i 
Im letzten Gliede führen wir für die complexeren Zahlen J + i den 
Modul o = 1 und das Azimuth «= arc cot A ein. Es ist dann 


Atimgreie, 4-1, 


LEE und 10 0 ia, 
— 1 


so dals das Resultat lautet: 


folglich 


p=ln (EE (170) 


Man erkennt aus den beiden Relationen (169) leicht, dafs » stets 
ein echter Bruch ist, während A alle möglichen reellen Zahlenwerthe 
annehmen kann. Defshalb liefert die Gleichung (170) stets die ge- 
wünschte Spaltung der complexen Function ꝙ in einen reellen und 
einen rein imaginären Theil, und die beiden nach dieser Methode 
gewonnenen neuen Potentialfunctionen lauten: 
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„= „T2 (170a) 


x = arccot Z. (170 b) 


Man könnte auf Grund der beiden Relationen (169) A und » durch 
x, y, * ausdrücken, es ist aber viel anschaulicher, A und » als Coor- 
dinaten beizubehalten und ihnen als dritte Abmessung den Längen- 
winkel 7 an die Seite zu stellen. 

Man kann dann die cartesischen Coordinaten in Uebereinstim- 
mung mit (169) folgendermaalsen durch A, „, / ausdrücken: 


g= aly 
y = af + 1 y1 — af cosy (171) 
zess OH +1 y1 — +° sinn 


Um uns über die Bedeutung dieser Gleichungen zu informiren, 
eliminiren wir erstens „ und 7, was durch Quadriren und Addiren 


der zweiten und dritten und Substitution von » = aus der ersten 


al 
Gleichung bewirkt wird. Man erhält: 


g? vi + g? 

FT” 
Für jeden festen Werth A? ist dies die Gleichung eines ab- 
geplatteten Rotationsellipsoides. Lassen wir A? alle Werthe von 0 
bis oo durchlaufen, so beginnt die Fläche als platte Kreisscheibe 
vom Radius a senkrecht zur æ-Axe, wächst dann und wölbt sich, 
wird im Zunehmen immer kugelähnlicher und verschwindet als un- 
endlich grofse Kugel. 

Anderseits eliminiren wir aus den Gleichungen (171) A und y und 
erhalten: 
EENG Ae ste 1 

ar "` oi -— al 
Dies ist für jeden festen echten Bruch „ die Gleichung eines 
einschaligen Rotationshyperboloids. Lassen wir a? alle Werthe von 
0 bis 1 durchlaufen, so beginnt die Fläche, indem sie die (y, - Ebene 
mit Aussparung eines kreisförmigen Loches vom Radius a doppelt 
bedeckt, entfaltet sich dann höher und höher, während jenes Loch 
in der Grundebene immer enger wird. Schliefslich umhüllt die 
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Fläche, wie ein enger Schlauch die z-Axe, in welch’ letztere die 
Fläche für vi = 1 degenerirt. 
Eliminiren wir endlich A und v, so erhalten wir 

x sin 
yon 
Das liefert für jedes feste q eine an der z-Axe ansetzende Meridian- 
ebene. Während n ein Intervall von der Grölse 2 a durchläuft, 
dreht sich diese Ebene einmal herum. 

Jede der drei Flächenarten durchstreicht bei dem geschilderten 
Verlauf einmal den ganzen unendlichen Raum, trifit also einmal 
jeden irgend wo festgehaltenen Punkt æ, y, x. Die drei Zahlen- 
werthe A. , J, für welche dies zutrifft, nennen wir seine elliptischen 
Coordinaten. (Der Vollständigkeit halber müfste hinzugefügt werden: 
in demjenigen System, welches durch Rotation um die à-Axe ent- 
steht, aus einem System confocaler Ellipsen und Hyperbeln in der 
xy-Ebene, deren Brennpunkt im Abstand a auf der y-Axe liegt. 
Um die gegenseitige Abhängigkeit zwischen den cartesischen und 
den elliptischen Coordinaten eindeutig zu machen, kann man fest- 
setzen: 

EZE d 


yà +I und 71— 2 absolut. 


Es ist von Wichtigkeit ein beliebig im Raume gelegenes Längen- 
element di auszudrücken durch die elliptischen Coordinaten seines 


Ortes und durch die Differentiale dA, dv, dy, welche dem Unter- 
schied seiner beiden Endpunkte entsprechen. 


Zu dem Zwecke differenziren wir die Gleichungen (171) 
de = avdi + aAdv 


y1— * VA? 
dy = ah or ndA e M i MH 05 


Hl a, y4? 
da = gi 5 sin dea i x di ndv+ay2? = cosydn 
y ech 


und bilden 


dl? = dz? + dy? + dei, 
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Die beim Quadriren der rechten Seiten auftretenden Doppelproducte 
heben sich beim Addiren sämmtlich fort und man erhält: 


V+ 2 VP+ 2 re dee (171 
- (el IIe. fai. urs 


Aus dieser wichtigen Formel erkennt man, dafs die elliptischen 
Coordinaten orthogonal sind, d.h. dafs die drei Flächenschaaren sich 
überall senkrecht durchschneiden. Zwei eng benachbarte Ellipsoide A 
und (å+ då), zwei desgleichen Hyperboloide “ und (v + dai und 
zwei desgleichen Meridianebenen 7 und Io -+ dn) schliefsen ein kleines 
rechteckiges Volumelement ein, dessen drei Kantenlängen (Normal- 
abstände der Nachbarflächen) durch die einzelnen eckigen Klammern 
der Gleichung (171a) gegeben sind, während d? die Diagonale des 
rechtwinkligen Parallelepipeds nach dem Pythagoräischen Lehrsatz 
ausdrückt. Als besonders wichtig für das Folgende lesen wir heraus, 
dafs die Normale auf der Ellipsoidfläche, welche dem Zuwachs dA 


entspricht, die Länge hat 
2 2 
E (171b) 


n = d 


(EAR 


Da die Ellipsoide mit wachsendem A grölser werden, ist diese 
Normale nach aufsen gerichtet. 

Nach diesen geometrischen Betrachtungen kehren wir nun zu 
unseren Potentialen (170a und b) zurück. Da ap nur von » abhängt, 
sind die Niveauflächen bestimmt durch » = const, das sind also die 
Hyperboloide unseres Systems. Da diese sich alle in’s Unendliche 
erstrecken, können wir jedenfalls nicht im ganzen Raume ein 
elektrisches Feld dadurch darstellen. Dagegen liefert y die Niveau- 
flächen A = const, das sind die abgeplatteten Rotationsellipsoide. 
Wählen wir eines davon mit dem besonderen Werth A, als Ober- 
fläche eines geladenen Conductors, so giebt uns y = arc cot 4 
für =), das Potential des äufseren Feldes, während für A< 2, 
das Potential unveränderlich gleich arc cot A, zu setzen ist. In 
grofser Entfernung, d. h. für grofses A, nähert sich arc cot A 
der 0 wie 1 oder wie Es Der Nenner aA milst die Radien 
der grofsen Kugeln, in welche die fernen Ellipsoide übergehen. 
Dieses Verhalten entspricht dem Verlauf des Potentials in groſser 
Entfernung, herrührend von einer elektrischen Menge a. So erof 
muls also, wenn kein weiterer Proportionalitätsfactor zugesetzt wird, 
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die Gesammtladung des Conductors sein. Will man aber eine will- 
kürliche Gesammtladung e auf dem Conductor annehmen, so hat 
man für das Potential zu setzen; 


x = —arecot A, (172) 


was jetzt auch gelten soll. 


Der Lauf der Kraftlinien im Aufsenraum geht normal durch 
die Ellipsoide, folgt also den Schnittecurven der Hyperboloide und 
Meridianebenen. 

Von besonderem Interesse ist die Vertheilung der Flächen- 
dichtigkeit e über den Conductor. 

Man findet diese aus dem Sprung des Differentialquotienten 
von y nach der Normale beim Durchgang durch die geladene Fläche. 
Da innen kein Gefälle vorhanden ist, bleibt nur das äufsere übrig. 
Es ist 


42 6— (44. r (173) 


Die dem Zuwachs d entsprechende Normalenlänge haben wir in 
Gleichung (171b) angegeben, und dy finden wir durch Differentiation 
von (172): 


e SE 4 
enn 
Mithin wird 
e di 
WILLST e 1 
4 —— I f . ̃6 . ðè 178a 
Wet, O Viy t Ae 
Vir) 


Die Variabele v bestimmt die Zonen auf der Ellipsoidfläche 
ähnlich wie ein Maafs der geographischen Breite. Am Aequator 
ist v = 0. Dort hat die Dichtigkeit den grölsten Werth 


e 


Ta Var 


(178b) 


entsprechend der dort stärksten Krümmung. An den abgeplatteten 
Polen v =+ 1 herrscht die geringste Dichtigkeit 


e 


Ta) (1736) 
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Degenerirt die Gestalt des Conductors in eine platte Scheibe 
vom Radius a, so ist 4 =0 zu setzen. Die Dichtigkeit auf der 
oberen, wie auf der unteren Seite ist dann entsprechend (173a) 


— 
41 4 
An Stelle der elliptischen Coordinate , deren absoluter Betrag 
vorstehend mit |v| bezeichnet ist, kann man hier den variabelen 
Radius o = // + 2° einführen, denn aus (171) folgt für 4 = 0 
g= y? Le ail = 
as |v| Va- 0: 


6 es 


also 


e 
v 414 - o’? 0 ) 


Dieser Ausdruck hat im Centrum den Minimalwerth 471 65 , nimmt 


nach dem Rand hin allmählich zu und wird daselbst unendlich, trotz 
der endlichen Gesammtladung e. 

Nach derselben Methode der Substitution von (© + ia) an Stelle 
von æ wollen wir noch aus einer anderen der uns bekannt ge- 
wordenen Potentialfunctionen neues Material gewinnen. Die Kugel- 
function zweiter Art Qio, welche wir aus (166,) erhalten, wenn wir 


O= — 1 setzen, muls nach Erweiterung sowohl mit r, wie mit o 


eine Lösung der Larzacr'schen Gleichung geben. Wir wählen die 
erste Form 


l+u Ge rk 
p=r|-1 + ln 757 —-r+zln IE SEN (174) 


substituiren © + ia für æ, also auch e = oli + iv) für r, und be- 
nutzen dann die Relation æ = air. 

Die Umwandlung, welche der Logarithmus dadurch erfährt, 
haben wir soeben berechnet, siehe Gleichung (170) Man erhält 


S =— a(l + iv) + (av +ia) (in er geet eee: 


oder in reell und imaginär gespalten: 


eisen i 2 "weem! 


ages, are cot 4 + a ln 7 — + dl 


— 9 
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Jede dieser beiden geschweiften Klammern, für sich genommen, 
mufs der Larzace’schen Gleichung genügen. Nun steht aber in 
beiden als letzter Summand je ein Ausdruck, den wir aus Glei- 
chung (170a, b) bereits als Lösung derselben linearen homogenen 
Differentialgleichung erkannt haben. Wenn wir diese also fort- 
lassen, so muls das Uebrige auch noch der Larracr’'schen Gleichung 
genügen. Die beiden neu gewonnenen Potentialfunctionen sind also 
nach Weglassung des constanten Factors a 


„. C10 IU (1748) 


z=v.|—1+ Aare cot i]. (174b) 


Die zweite Function y ist geeignet die Influenzirung eines 
platt-ellipsoidischen Conductors durch ein gleichförmiges äufseres 
Feld (in Richtung der z-Axe) darzustellen. 

Das ursprünglich gleichförmige Feld hat als Potential o, eine 
lineare Function von æ, und da @=aAr ist, können wir ansetzen 

p = GA. (175) 

Diesem superponiren wir im äufseren Raume (4 = A als Störungs- 
feld der influenzirten Ladungen 

Pa = = d- 1 Lare cot A]. (175a) 


In grofser Entfernung A verschwindet dieses Potential, wie 
0, ar: entspricht also durchaus der hier gemachten Vorstellung 
einer Elektricitätsvertheilung von der algebraischen Summe 0. Aufser- 
dem wird wegen des Factors v in der ganzen Mittelebene y = 0, was 
bei der entgegengesetzt gleichen Vertheilung zu beiden Seiten auch 


nöthig ist. Das Gesammtpotential im äufseren Raume ist also 


Pa = O iv - 1 + Lare cot 4]. (175b) 
Ferner verlangen wir, dals im Innern des Conductors 
p; = 0 (1750) 


sei. Damit ist der Ansatz fertig, es handelt sich nur um die Be- 
stimmung der Constanten G, welche dadurch gewonnen wird, dafs 
das Potential an einer mit einfacher Schicht belegten Fläche selbst 
stetig bleibt, dafs also p, für A=4, den Werth 0 besitzen muls, 
der für ꝙ gilt: 

Oe 0% + %{—1+ Jh arccot 40 


928 (175d) 


EP. de 
1 — J are cot 4% 
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Die Flächendichtigkeit findet man nach der Formel 


4 
42 ͤ | da. piesis 


Das Differenziren nach der Normale geschieht bei constant 
gehaltenem , während A um då wächst: 


bebes ai 
do, = * [+ tr ER T dh. 


Hierin ist A = A, zu setzen 


di 
God" Nr — An arc cot A) 


Den Ausdruck für dn, entnehmen wir aus (171 b) und erhalten: 


o dì 
er 
22 
Va +1 
oder 
C, v 


6 = 


ana TI NT I ees HI 
Der Factor v mufs gleichstimmig mit = sein, ferner ist 
(1 — à arc cot A) immer positiv, defshalb ist e auf der Seite der 
positiven = negativ belegt und umgekehrt. Der Uebergang zur 
Kugelgestalt kann gemacht werden, wenn man a verschwindend klein, 
à, unendlich und das Product aA, gleich dem endlichen Kugel- 
radius setzt. Man kommt so zu der früher für einen Kugelconductor 
abgeleiteten Vertheilung zurück. Das Potential y in Gleichung (174b) 
findet auch Anwendung bei der Berechnung der Magnetisirung eines 
platten Rotationsellipsoids durch ein gleichförmiges Magnetfeld. 
Die im Vorstehenden an zwei Beispielen erprobte Methode der 
Ersetzung von œ durch æ + ia bot den Vortheil, dafs wir von den 
gefundenen Functionen und y von vornherein wulsten, dals sie 
der Larzace'schen Gleichung genügen, obgleich sie in elliptischen 
Coordinaten ausgedrückt erschienen, auf welche wir die Operation A 
nicht transformirt haben. Aber eine gewisse Einseitigkeit liegt 
darin, dafs bei dieser complexen Substitution der aus r entstehende 
Ausdruck 7 = a(å + ir) in den beiden Zahlen A und » immer nur 
auf die elliptischen Coordinaten abgeplatteter Systeme führt. 
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Zwar könnte man durch geeignete complexe Gröfsen an Stelle von y 
und x auch zu länglichen Systemen elliptischer Coordinaten (mit 
zweischaligen Hyperboloiden) gelangen, man könnte dann aber nicht 
die nur von a=x/r abhängigen Kugelfunctionen zur Ableitung 
analoger Resultate verwenden. 

Diese Lücke läfst sich aber nachträglich ausfüllen und eine 
directe Uebertragung der für abgeplattete Systeme gewonnenen For- 
meln auf solche für längliche Systeme erreichen. Man braucht in 
den Coordinatengleichungen (171), welche ja unabhängig von der 
Art ihrer Herleitung gültig sind, sowie auch in allen durch a, J, v 
ausgedrückten Formeln nur a und å rein imaginär zu setzen, so ist 
der Uebergang gemacht. Der deutlicheren Unterscheidung wegen 
wollen wir für das längliche System andere Buchstaben wählen und 
schreiben jetzt folgende Substitutionen vor: 


a=ib 
142 — ic 


(176) 


v=r 
nen. 
Die Coordinatengleichungen (171) gehen über in: 


* bor 
12570 - 1 V1 11 cos (176 a) 
* blei 1 /I si sinn. 


Die Flächen ¢ = const (durch Elimination von r und y gewonnen) 
haben die Gleichung 
EEE E a 1 
Hai 55057 — 1) 
und geben längliche Rotationsellipsoide mit dem gemeinsamen Focal- 
abstand b in der z-Axe, Der Spielraum von c ist +1505 -+ œ. 
Die Schaar der zweischaligen Hyperboloide mit ebenfalls dem 
Focalabstand b ist: 
Se er wi 
Me (I Tr) 
Spielraum der Variabelen r ist — 1 Sr: 1. Die Meridianebenen 
liegen wie immer bisher um die æ-Axe. 0=n7=2n. 
Die dem Zuwachs dø entsprechende Länge der Auſseren Nor- 
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male auf den Ellipsoiden kann man aus Gleichung (171 b) durch 
die Substitutionen (176) finden: 


es SE P Vtt 
SC ale ene Oé 


Nun ziehen wir die beiden Potentiale (170a und b) heran. Diese 
liefern zufolge (176): 


ul (1778) 
z cot le = ia 2E i (177b) 


Die Niveauflächen von w sind die zweischaligen Hyperboloide, 
sie laufen in’s Unendliche und sind elektrostatisch nicht zu ver- 
wenden. Dagegen sind die Niveauflächen von y die länglichen 
Ellipsoide. (Der Factor / bei einem Integral einer homogenen 
linearen Differentialgleichung hat nichts zu bedeuten und kann ein- 
fach gestrichen werden.) Eines von ihnen, «= o, kann als Ober- 
fläche eines geladenen Conductors angesehen werden. In grolser 
Entfernung wird 2 = 7 = bo sind die Radien der groſsen 
Kugeln, in welche die fernen Ellipsoide übergehen. Die Gesammt- 
ladung des Conductors ist also numerisch gleich b, soll die Ladung 
einen beliebigen Werth e haben, so hat man das Potential zu setzen: 


o+l 


le (1770) 


e 
"Lüge j ln 
Die Dichtigkeit e auf der Oberfläche ist gegeben durch 


dx 
41e 2 — L 


KÉ Bi 
Der Werth dne ist in (176 b) mitgetheilt, ferner ist 


e de 
n 


also erhält man: 
(1774) 


e 
Abe 1 Je 
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e 


Minimum am Aequator ` o = —— = 
0 T E Yop — 1 


e 


Maximum an den Polen 9 GASS 


Degenerirt das Ellipsoid in einen verschwindend dünnen Stab von 
der Länge (2 b), so geht o, gegen 1, und e wird auf der ganzen 
Stablänge unendlich. Die Capacität geht gegen Null herunter, 
während sie bei dem zur Kreisscheibe degenerirten platten Ellipsoid 
endlich bleibt. 

Schliefslich transformiren wir noch die Potentiale (174a und b) 
mit Hülfe der Gleichungen (176). Es entstehen folgende Formen: 


os el zech (E (178a) 


z= r|- 1- isarccot(—io)} = 1A 


| (178b) 


Hier ist wieder unbrauchbar, aber y kann dazu dienen, die 
Störung darzustellen, welche ein gleichförmiges elektrisches Feld 
dadurch erfährt, dafs man einen länglich rotationsellipsoidischen 
Conductor der Länge nach hineinbringt. Auch bei der Magnetisirung 
länglicher Ellipsoide durch ein gleichförmiges Magnetfeld hat man 
das Potential (178b) zu benützen. 


$ 46. Die Kugelfunctionen für nicht ganzzahlige Werthe 
von n und m. 


Nach dem von uns zu Anfang dieses ganzen Kapitels ein- 
geschlagenen Wege zur Auffindung der Kugelfunctionen, nämlich 


Betrachtung der höheren Differentialquotienten von 7 nach den 


Coordinaten, war es selbstverständlich, dafs wir unter den Zahlen n 
und m natürliche Ordnungszahlen 0, 1, 2,... verstanden; es ergab 
sich auch die Beschränkung m=n. Die Differentialgleichung der 
Fm (137) und die besondere Differentialgleichung der P. o (139) 
haben indessen auch einen Sinn, wenn n und m als beliebige ge- 
brochene oder irrationale Zahlen angesetzt werden, und in Bezug 
auf ihre Ableitung aus der LapLAch'schen Gleichung für Polar- 
coordinaten hat man auch die Gewähr, dafs dann noch die 
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Gleichung (136) gültige Potentialfunctionen liefern wird. Auf diese 
wollen wir zum Schluſs noch einen Blick werfen. 

Wir beginnen die Erweiterung des Zahlengebietes mit der Frage, 
was die Integrale der betreffenden Differentialgleichungen bedeuten, 
wenn n eine ganze, aber negative Zahl (excl. 0) ist. Wir setzen zu 
dem Zwecke n=— D I), und denken uns unter n’ eine ganze 
positive Zahl (incl. 0) Nur der Zahlenfactor des dritten Gliedes 
der Differentialgleichungen (137) resp. (189) wird dadurch betroffen 
und es zeigt sich: 


m— mm m + 1) (- n' 1 — m) (- n- 1m ＋ 1) 
= (w — m) n' + m + 1). 


Ganz so auch im Spezialfalle m = 0. 

Die Differentialgleichungen mit negativem n sind also identisch 
mit denjenigen für das positive n’. Folglich auch ihre Lösungen. 
Neue Functionscharaktere liefert also diese erste Erweiterung nicht. 
Interessant ist aber zu beobachten, dafs die Kugelfunctionen erster 
und zweiter Art ihre Rollen austauschen. Man muls setzen: 


P. A m On m 
Q- * 1), m = Hui m · 


Diese Beziehung gilt übrigens auch noch, wenn n' keine natür- 
liche Zahl mehr ist. 

Auch negative ganze Zahlen für m lehren uns nichts Neues. 
Ein Blick auf die Function (136) zeigt, dafs ein Zeichenwechsel von 
m gleichbedeutend ist mit einem Wechsel der Umlaufsrichtung des 
Längenwinkels n. Dieser Wechsel ist aber hier, wo es sich um 
nicht rotatorische Phänomene handelt, ohne Bedeutung. 

Setzen wir jetzt aber m als eine echt oder unecht gebrochene 
(eventuell auch irrationale) Zahl fest, so tritt eine Veränderung gegen 
früher hervor. Zwar kann man noch die Relation (138a) ebenso 
ableiten, aber die Gleichung (138 b) verliert ihren Sinn. Man kann 
die Function P,m nicht mehr ableiten aus Pa, o; es genügt daher 
nicht mehr allein, die Integrale der einfacheren Differentialglei- 
chung (139) aufzusuchen, sondern man muls auf die allgemeinere 
Differentialgleichung (137) selbst zurückgehen. Diese kann man 
auch direct durch eine positive Potenzreihe von ½ integriren: 


P,m=B+Bu+B,wW®+...+Bw+... (179) 


Man findet dann ganz analog, wie bei der Integration der Diffe- 
rentialgleichung (139), dals ein gerader und ein ungerader Coefficient, 
H. v. Hetsmortz, Theoret, Physik. Bd, IV. 15 
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z. B. B, und B, willkürlich, oder nach anderweitigen Rücksichten, 

gewählt werden können und dafs für die höheren die procurrente 

Formel gilt: 
B ＋2 r Ba. (179a) 


Wenn nun (n — m) eine positive ganze Zahl (incl. 0) ist, so werden 
die Coefficienten 


Ba-m+2= Bun- m +4 = alle alternirend folgenden = 0. 


Die Lösung zerfällt in eine ganze Function (n — m)ten Grades, 
welche, entsprechend (n— m), nur gerade oder nur ungerade 
Potenzen von u hat, und in eine unendliche Potenzreihe, welche für 
u* < 1 convergirt. Bei ganzzahligem n sind dies die beiden parti- 
culüren Integrale D, e und Qu, m, welche wir schon kennen. Hier 
tritt nun aber die Möglichkeit auf, ganz ebensolche Lösungen zu 
bilden, wenn zwar (n — m) positiv ganzzahlig oder 0 ist, aber n und m 
einzeln gebrochen oder irrational sind. Das führt dann zu eigen- 
artigen von den früher betrachteten wesentlich verschiedenen Potential- 
functionen. Setzen wir der Einfachheit wegen in (136) die Phasen- 


o 
constante c = 5, nehmen also 


Pp =r" Pam I . sin m (179b) 
oder 
P= ap H. M= sin m . (1790) 


Für m = 0 ist der Sinus ringsherum = 0. Für m= 1 existiren 
zwei diametral gegenüberliegende Meridianebenen = 0 und = x, 
in denen ꝙ = 0 ist. Wenn nun m zwischen } und 1 liegt, so wird 


sin my = 0 erstens für y = 0 und zweitens für 0 = n „ welch’ letz- 


teres im dritten oder vierten Quadranten des Längenwinkels liegt. 
(Würden wir ) nicht auf das Intervall O bis 2” beschränken, so 
würden jetzt die Functionen vieldeutig werden.) Wir erhalten somit 
zwei in der «-Axe als convexer Kante unter beliebigem Winkel zu- 
sammenstofsende Halbebenen, in welchen das Potential 0 herrscht. 
Diese Flächen können daher als leitend mit der Erde verbundene 
Conductorgrenzen (etwa als sehr groſse geknickte Blechplatte) ge- 
dacht werden. Hinter dem concaven Theile gilt dann überall p = 0, 
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während vor dem convexen Theile jeder der vorstehenden Aus- 
drücke mit 
nm oder ml, m2, . .. etc. 


eine Potentialfunction darstellt. Die Flächenbelegung berechnet man 
aus der Formel: 


KE * 
45 (FE) für E oder KÉN 


a 


Die äufsere Normale auf der Meridianebene 7 = 0 geht in Richtung 
des wachsenden do auf einem Kreise vom Radius v sin “ == , 


ist also 
du. TVI. dy, 
anderseits ist 


FA 
dp =m] odor | pan eon. 40, 


rp=m+i) 


also wegen cos m/ = 1: 


1 nn ER 
dne= m e Hu VI w e (179d) 
In der Kante selbst wird die Dichtigkeit unendlich, weil y1 — u® 
gegen Null strebt und der Exponent m — 1 jetzt negativ ist. 
Auch die Superposition einer ganzen Reihe solcher Potentiale, 
alle mit dem gleichen m zwischen } und 1, kann man ansetzen, 
und findet so eine groſse Mannigfaltigkeit. 


Endlich wollen wir n gebrochen annehmen ohne Beziehung zu m. 
Wir wollen uns sogar auf den einfachsten Fall m = 0, also auf die 
rein zonalen Kugelfunctionen beschränken. 


Es geht aus der früher durchgeführten Integration der hier 
einschlägigen Differentialgleichung (139) hervor, dafs bei nicht ganz- 
zahligem n keines der beiden particulären Integrale eine abbrechende 
Potenzreihe bildet, sondern dafs man zwei von einander getrennte 
unendliche Reihen erhält, welche sowohl für u =— 1 wie für u = +1 
logarithmisch unendlich werden. Dergleichen Ausdrücke haben wir 
schon unter den Functionen 0% kennen gelernt (Anfang des $ 45), 
aber noch fehlen uns Functionen, welche für den einen Pol, also 
entweder für «= + 1 oder für «= — 1 unendlich werden, während 
sie am anderen Pol endlich und stetig bleiben. Diese erhält man 
durch Substitution einer anderen Variabelen an Stelle von u, und 
zwar einer solchen, welche nicht vom ganzen, sondern vom halben 


15% 


228 ERSTER THEIL. 8 46 


Polwinkel regiert wird, entweder sin $ oder 008 . Diese Substitution 


würde aber nutzlos sein, wenn wir sie an der fertigen Reihe D, 
ausführten, wir müssen sie bereits in der Differentialgleichung (139) 
vornehmen, und ein neues Integral als Potenzreihe einer der beiden 
Kreisfunctionen des halben Polwinkels aufstellen. Wir haben die 
Wahl zwischen 

17-2493 2 und 1+ 2002. 
Beide führen im Wesentlichen zu dem gleichen Resultat. Wühlen 
wir die erstere, und setzen zur Abkürzung 


ein =s, 
80 ist 
12 25, 1 — u’ = 4s(1 — 5), 
d de tt 
—du= 2ds, also 3 


Die Differentialgleichung (139) kann in der Form geschrieben 
werden 


47 60 m‘ gn Se e 6 0 


und geht nach der Substitution zufolge der angeführten Formeln 
über in 


1 = 
2 d. (%% de 0 
oder kürzer 
d dP, 
(sa — 8) 720 ＋ unn ＋ 1) Ho = 0. (180) 


Wühlen wir die zweite Möglichkeit, und setzen 


te, 
80 ist 
l+u=2t, 1— p’ = Ai — 0 


d L d 
du=2dt, also * 
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und die Differentialgleichung geht über in 
Li 
E 1 C — *. á DELLES 5 05 


Das ist genan dieselbe Form, wie bei Einsetzung von s, des- 
halb auch dieselbe Lösung. Wir setzen als Integral eine Potenz- 
reihe an 


Pi o = C T e G ＋ Gi . 4 a ., (180 a 


fügen diese in Differentialgleichung (180) ein, führen die Differen- 
tiationen und Multiplicationen gliedweise aus und fordern schlieſs- 
lich jeden Coefficienten der daraus entstehenden Potenzreihe gleich 
Null, so erhalten wir folgende Reihe von Bedingungen: 


Ann ＋ 1) = 0 
22 0 — [2-1 — un ＋ 1) = 0 
320, ee: = 0 


ar? Osa = a+ 1) EI 20. 


Also O, bleibt willkürlich, für die folgenden gilt die procurrente 
Formel: 
(a — na En + 1) 


Ca er (a E 1) 


Ca + (180b) 

Ist n eine ganze Zahl, so bricht die Reihe der Coefficienten 
mit dem höchsten Gliede C, ab, während alle folgenden gleich Null 
werden. In diesem Falle kann man auch noch nachweisen, dafs 
nach Rückwärtssubstitution von u an Stelle von s und geeigneter 
Wahl von C wieder die uns bekannten Kugelfunctionen erster Art 
zum Vorschein kommen. Wenn aber n keine ganze Zahl ist, so 
erhalten wir jetzt folgende unendliche Reihe: 


Pno = O, fi, ed „neben 


les} n+1)(— + Dur perena ER } 


Ink 
CCC 


oder als hypergeometrische Reihe in symbolischer Schreibweise: 
Fu, o = C F- n, n -+ E: (E: 8). 
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Natürlich würden wir genau dieselbe Reihe auch für die Variabele : 
erhalten. 

Die Form der hypergeometrischen Reihe giebt uns die Sicher- 
heit, dafs für echt gebrochenes s der Ausdruck einen endlichen 
Werth hat, Für s= 1 wird er logarithmisch unendlich, weil auch 
hier, wie schon früher, der kritische Fall «+ = y vorliegt. 

Diese Function P,,o von s = sin 7 besitzt also an dem Pol o = 0 
den endlichen Werth C, während sie an dem entgegengesetzten 
Pole A = m, also für s = 1, zur Grenze + œo läuft. 

Würden wir an Stelle von s als Variabele = cos 7 wühlen, 
so würde für den Pol % = 0 ein unendlicher, und für den Pol 9 = z 
ein endlicher Werth resultiren. 


Ebenso wie die Function % bei ganzzahligem n gewisse Null- 
stellen für bestimmte Werthe von «+ oder u oder s oder t besitzt, 
so auch bei nicht ganzzahligem n. Die Orte, welche denselben 
Polarwinkel besitzen, liegen auf Kreiskegelmänteln, also auch die 
Nullstellen von Pao. Wenn man nun n stetig variabel setzt, also 
alle auch irrationalen Werthe durchlaufen läfst, so verändern die 
Kegelmäntel, welche die Nullstellen enthalten, ihren Oeffnungswinkel a 
stetig. Wie dieser Lauf der Nullwerthkegel vor sich geht, kann man 
sich leicht veranschaulichen. Wir wählen die Darstellung durch s, 
welche für # = 0 endlich bleibt und nehmen O, positiv an. Wenn 
n = 0 ist, giebt es gar keine Nullstellen, weil % einen constanten 
endlichen Werth hat. Beginnt nun n über Null zu wachsen, so 
löst sich von der negativen =-Axe ganz allmählich ein Nullkegel 
ab (die Spitze liegt immer im Anfangspunkt der Coordinaten.) 
Im concaven Raum ist P,o negativ. Wenn n bis A gestiegen 
ist, hat der Kegelmantel eine Oeffnung von etwa 50° gegen die 
negative w-Axe, und bei n=1 erreicht er die Aequatorebene. 
Wächst n über 1, so wird er concav nach der Seite der positiven 
x-Axe, zugleich löst sich ein zweiter Nullkegel auf dieselbe Weise 
ab wie der erste etc. 

Aus den P, o für echt gebrochenes n können wir nun Potential- 
functionen 

p =r" Pro (180d) 
und 


1 
p = EA SA KI (180e) 
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bilden, welche auf einem Kegelmantel von beliebigem Oeffnungs- 
winkel gleich Null werden. Setzen wir in dem concaven Raum, wo 
bei Fortsetzung der Function P,,o die bis in's negative Unendliche 
sinkenden Werthe liegen würden, überall p = 0, so haben wir eine 
Bedingung des elektrischen Gleichgewichts auf einem unendlich 
ausgedehnten leitenden Kegel, wofür man praktisch auch setzen 
kann einen sehr grolsen Conductor, welcher eine kegelförmige Spitze 
besitzt. Die Dichtigkeit wird an der Spitze unendlich grols. Ebenso 
die Intensität des elektrischen Feldes. 


Viertes Kapitel, 


§ 47. Zweidimensionale Probleme. 


Schliefslich soll noch die durch Eleganz ausgezeichnete Methode 
erwähnt werden, auf welche die Theorie der Functionen einer com- 
plexen Veränderlichen die zweidimensionalen Probleme der Elektro- 
statik behandelt. Die Bezeichnung „zweidimensional“ ist so zu ver- 
stehen, dafs die dritte Coordinate, etwa x, gar keine Rolle spielt, 
weil alle Körper unendlich lange Cylinder sind, deren erzeugende 
Geraden parallel zur x-Axe sind, und weil die Dichte ihrer Ladung 
von x unabhängig ist. Dasselbe gilt dann auch für die Potential- 
function, so dafs die Larzack’'sche Operation die Form 


Go Op 
at 
annimmt. Da wir also den Buchstaben x in diesem Paragraphen 
nicht in der bisherigen Bedeutung brauchen, wollen wir hier 


z=cH+iy (181) 


setzen; à ist dann die complexe Variabele, von deren Functionen 
die Rede sein soll. 
Als Function von à könnte man jede Function 


x (, ) = ꝙ (, y) + iy y) (182) 


bezeichnen, was für Functionen auch p und y sein mögen; denn 
durch Angabe eines complexen Werthes für * sind nach (181) e 
und y und nach (182) auch y bestimmt. Man ist aber überein- 
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gekommen, den Begriff einer Function des complexen Arguments x 
auf solche Functionen y einzuschränken, welche æ und y nur in der 
Verbindung æ -+ iy enthalten, bei welchen also 


Op 0 1 Zo e Én 
el ar ae eh ch en 
proportional au 
d = dæ + idy 


ist. Dazu ist erforderlich, dafs 


. (183) 


Nur wenn sie erfüllt sind, kann man der Function z (x) einen 
Diflerentialquotienten nach x 
dy Go . Gu E: % 


TCC tr De te 
zuschreiben. Da die Gleichungen (183), wenn sie für p und w 
gelten, auch durch die Functionen Br und = erfüllt werden, 


so ist dann auch 5 Function des complexen Arguments x, so dafs 


dr 
dir d 


man auch von den höheren Differentialquotienten Sr d eto. 


in bestimmtem Sinne reden kann. 

Die hohe Bedeutung dieser Functionen für elektrische Probleme 
erkennt man, wenn man aus den Gleichungen (183) die eine der 
Functionen o und  eliminirt; man findet dabei 


Cp öy Be: ; ty 0% 92 
Ze g y”? ôy’ T Ter ORA? 
oder 


(184) 
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Der reelle und der imaginäre Bestandtheil einer jeden Function 
der complexen Veränderlichen x sind also Lösungen der Differential- 
gleichung 4% = 0. Um ein vorgelegtes Problem der Elektrostatik 
zu lösen, hat man demnach nur eine Function 4 (x) zu suchen, bei 
welcher entweder der reelle oder der imaginäre Theil den Grenz- 
bedingungen genügt. 

Aus (188) folgt ferner 


öp du O Gau 4 
T er D Vë 


Ist p die Potentialfunction, so sind 
o (x y) = const 


die Gleichungen der Niveauflächen, welche hier natürlich Cylinder- 
flächen sind. Ihre Schnitte mit der zy-Ebene bezeichnen wir als 
Niveaulinien. Nun sagt (185) aus, dafs die Linien o = const und 
w = const auf einander senkrecht stehen. Ist also ꝙ die Potential- 
function, so sind = const die Gleichungen der Kraftlinien, und 
umgekehrt. 

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Function 


1 9 =- logy. 


Die Polarcoordinaten o, # in der Ebene hängen mit den recht- 
winkligen Coordinaten durch die Relationen 


ER 
Mes O sin d 
zusammen, aus denen 
x= @ + iy = o (cos Ý +isind) = Geif 
folgt. Also ist 
1 0 = — log z = logo — i; 
und da die Functionen 


— lege = — log ( 5) 
und 


— 9 = — arctg ” 


beide reell sind, so ist 
p=— log 0 


der reelle Bestandtheil von 2 %, genügt demnach der Gleichung 
4% = 0. Da es ferner sammt seinen Differentialquotienten im End- 
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lichen überall endlich und stetig mit Ausnahme des Punktes æ = y = 0 
ist (vergl. 8 18), so entspricht es genau der Lösung p =} der 


Gleichung Je =0 für drei Dimensionen; es stellt die Potential- 
function eines unendlich langen, unendlich dünnen, positiv geladenen 
Cylinders dar. Die Kraftcomponenten sind 


da 


ist. Die elektrische Kraft nimmt mit wachsendem Abstand ọ ab, 
wie Z. Im Unendlichen wird p nicht wie bei dreidimensionalen 


Problemen 0, sondern negativ unendlich. 
Dieselbe Function 
p =— logo 


stellt natürlich auch die Potentialfunction im Raume zwischen zwei 
metallischen, coaxialen Kreiscylindern dar, da auf diesem o = const, 
also auch p = const ist. 

Statt aber y als geeignete Function von x zu bestimmen, ist 
es manchmal einfacher, umgekehrt à als Function von y aufzusuchen; 


beides ist gleichwerthig; denn hat der Differentialquotient 5 einen 
bestimmten Sinn, so gilt das Gleiche von = ist also x Function 
des complexen Arguments y, so ist auch y Function der complexen 
Veränderlichen x. Dieser Art ist das Beispiel, auf welches wir nun 
ein wenig näher eingehen wollen. 

Die praktisch wichtigste Form des elektrischen Condensators 
besteht in zwei einander parallelen, metallischen Kreisscheiben, deren 
Abstand gegen den Radius klein ist. Man macht sich leicht klar, 
dafs in den Theilen des Zwischenraumes, an denen ein Einfluſs des 
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Randes der Platten nicht zu merken ist, die Platten also als un- 
endlich ausgedehnt gelten können: 


py=ayrb 


(a und b Constante) die Potentialfunction ist, vorausgesetzt, daſs die 
Plattennormale die y-Richtung hat; denn dann ist 4% =0 und an 
den Platten y = const, also ꝙ = const. Wesentlich schwieriger ist 
die Frage nach dem Einflufs des Randes. Man kann sie aber 
wenigstens angenähert behandeln, wenn man wegen des voraus- 
gesetzten Verhältnisses zwischen Plattenabstand und Radius von der 
Krümmung absieht und die Platten als unendlich ausgedehnte Halb- 
ebenen betrachtet. Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, 
wenn wir festsetzen, dafs sie denjenigen Theil der Ebenen 


AA An 


ausfüllen sollen, in welchem æ < — A ist, obwohl hier der Platten- 
abstand 2m A und die Lage der Randlinien (e = — A) durch dieselbe 
Constante A bestimmt sind; denn die letztere Festsetzung giebt nur 
die relative Lage des Coordinatensystems zu den Condensatorplatten 
an. Die Platten sollen auf entgegengesetzt gleichen Potentialen sein, 
welche wir, um nicht noch eine Constante mehr einführen zu müssen, 
zu + x festsetzen. Hierfür lälst sich jeder andere Werth erzielen, 
wenn man die unten angegebene Potentialfunction mit einem passen- 
den Factor multiplieirt. 


Diese Aufgabe löst der Ansatz: 
oder RE, 
* = Algetiwteriid = die + ipt or(coosyp + isiny)), 
wenn man y als die Potentialfunction betrachtet. Denn wegen 


© = Alp + er cosy) 186) 


y = Alb + e? sin y) 


entspricht den Niveaulinien 
1 * 
der Theil der Geraden 
Ax, 
den 
* A(p — e?) = Aer (pe? —1) 
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durchläuft, wenn o die Reihe der reellen Zahlen von c bis +00 
durchwandert. Für = — ist aber er = 0, also = O, für 
py=+@ wird pe?—l1=— 1 und e = ＋ œ, so dals wiederum 
æ =— wird, während w für / = 0 seinen Maximalwerth — A an- 
nimmt, da für diesen Werth 
4% 400 

ist. Der fragliche Theil der beiden Geraden ist demnach identisch 
mit den Schnitten der Platten mit der 2 %-Ebene. 

Daſs die Niveaulinien y=+r auf die angegebene Weise 
doppelt durchlaufen werden, wird verständlicher, wenn man eine der 
anderen Niveaulinien discutirt, für welche 


- n<y<+tnr 
ist. Ist p sehr grols und negativ, so ist annähernd 
ss A, y= A, 


demnach — aA<y<+nrA, so dals diesen Werthen von ꝙy der 
vom Rande weit entfernte Theil des Raumes zwischen den Platten 
entspricht. Dagegen sind für sehr grolse positive Werthe von p 
x und Ay je nach dem Zeichen von cosy und sinw positiv oder 
negativ sehr grols, während für p = 0 


z= Acsy>—A 
y = Air + sin y) 


wird. Die Linie y = 0 füllt mit der x-Axe zusammen. Den Ver- 
lauf der Niveau- und Kraftlinien w = const und / = const ver- 
anschaulicht Figur 18, und zwar ist die Differenz der Werthe von y 
und p für benachbarte Niveau- und Kraftlinien stets die gleiche. 
Man sieht aus ihr, dafs für jeden Punkt æ, y ap in dem angegebenen 
Intervall von — æ bis + liegt; andere Werthe entbehren der 
physikalischen Bedeutung. Längs den Niveaulinien / =+ n aber 
entspricht ein negativer Werth von o einem Punkt der Innenseite, 
ein positiver Werth einem Punkt der Aufsenseite. 

Das Hauptinteresse beansprucht die Frage nach der Verthei- 
lung der Ladungen. Betrachten wir die positiv geladene Platte, für 
welche y = ＋ m, y=+ An ist; da an ihrer Innenseite die Normale 


in die negative y-Richtung weist, ist + 27 E an der Aulsen- 
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seite dagegen — 77 55 die Flächendichte. Nun ist nach (188) 
und (186) an dieser Platte 

ð y Le 0 — 1 

ën 9x2 AN- eg 
so dafs die Flächendichte gleich 
1 09 we 1 
Ze ös * TU = 


ist, wo das Vorzeichen + an der Innenseite, — an der Aufsenseite 
gilt. Da der ersteren ein negativer Werth von ꝙ entspricht, 1 — e? 


= 


Fig. 18. 


dort also positiv ist, während an der letzteren ꝙ >0, 1— e? < 0 
ist, so ist das Vorzeichen der Flächenbelegung stets das positive. 


Die Dichte ist 


14 A auf der Innenseite in grolsem Abstande vom 
Rande, an den entsprechenden Stellen der Aufsenseite aber Null. 
Dagegen wird sie auf beiden Seiten unendlich grofs, wenn man sich 
dem Rande nähert. 

Eine wichtige Frage ist nun, ob bei der angenommenen Poten- 
tialdifferenz 2” zwischen den Platten die Gesammtladung eines 
endlichen am Rande gelegenen Stückes der Platten endlich ist; denn 
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andernfalls müfsten wir schlieſsen, dafs sich ein Condensator unter 
Aufwand endlicher Energie überhaupt nicht auf endliche Potential- 
differenz laden lüfst, Legen wir einen Streifen der positiv geladenen 
Platte, welcher in der Richtung des Randes, d. h. senkrecht zur 
1% Ebene, die Breite 1 hat, und von der Linie æ = Za <— A) 
bis zum Rand œ = — A reicht, der Betrachtung zu Grunde; er trägt 
auf der Innenseite die Ladung: 


A 
1 [9 
4n) dr 


o 


dr, 


wo von den beiden Werthen von , welche einem und demselben 
Werthe von œ angehören, der negative zu nehmen ist, während die 
Ladung seiner äufseren Seite 
—4 
1 770 
Taj S 
Zo 


beträgt, wo von den beiden in Frage kommenden Werthen von e 
der positive eingesetzt werden muß. Sind % und p, die beiden 


zu x, gehörenden Werthe, so ist aber das erstere Integral = — Fo 


4n 
das zweite = -+ Pe, also beide endlich. 


Da in der Figur die Differenz der Werthe von p auf benach- 
barten Kraftlinien constant ist, liegt zwischen je zwei Endpunkten 
von Kraftlinien auf den Platten die gleiche Elektricitätsmenge; 
sie giebt daher unmittelbar ein Bild der Ladungsvertheilung. 

Für den aus zwei kreisförmigen Platten bestehenden Conden- 
sator können wir hieraus schliefsen: Jede der Platten trägt nur 
Ladung eines Vorzeichens, diese liegt überwiegend auf der Innen- 
seite, nur am Rande, wo auch auf der Innenseite die Ladung be- 
sonders stark angehäuft ist, ist die Aulsenseite einigermaalsen 
geladen. 


§ 48. Das Energieprincip in der Elektrostatik. 


Schon in § 9 [siehe Gleichung (19)] wurde gezeigt, dafs die 
potentielle Energie einer Anzahl von elektrischen Punktladungen e, 
gleich }D)e,p, ist, wenn man unter o, den Werth der Potential- 
function aller Punktladungen, mit Ausnahme von e, selbst, am Ort 
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von e, versteht. Dies wurde in § 25 auf stetig über räumliche 
oder flächenhafte Gebiete vertheilte Ladungen übertragen, indem 


die Energie 
W=}( fff a sde dude + DU den (187) 


gesetzt wurde. Dafs hier p als die Potentialfunction aller Ladungen 
aufgefalst werden kann, findet, wie dort erwähnt, seine Begründung 
darin, dafs die Ladungen e de du ds und eds auch am eigenen Ort 
nur unendlich wenig zu p beitragen. In demselben Paragraphen 
wurde der Ausdruck W auch schon mit Hülfe des Greex’schen 
Satzes umgeformt in 


W= 5500/32 +62) + (32). and. (187a) 


In dem speciellen Fall, dafs nur leitende Körper Träger elektrischer 
Ladungen sind, ist e - 0 und (187) redueirt sich auf 


W=+[fage=-413 bn (187b) 


wo unter P, das Potential, unter e, die gesammte Ladung eines 
der leitenden Körper zu verstehen ist. Wir wollen in diesem 
Paragraphen zunächst an einem Beispiel, dann allgemein beweisen, 
dafs die aus (187a) oder (187b) berechnete Energie das Aequivalent 
der Arbeit ist, welche gegen die ponderomotorischen Kräfte geleistet 
werden mulste, um die Ladungen e, auf den Conductoren herzustellen. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunächst eine Punkt- 
ladung € einer leitenden Kugel vom Radius R aus dem Unendlichen 
her genähert, bis ihr Abstand r vom Kugelmittelpunkt gleich r, ge- 
worden ist; und zwar soll dabei ein dünner Draht die Kugel leitend 
mit der Erde verbinden, so dafs ihr Potential dauernd O bleibt. 
Dann unterbrechen wir diese Ableitung und entfernen die Punkt- 
ladung wieder in's Unendliche. 

Aus den Erörterungen des $ 31 entnehmen wir, dals die Kugel 


während der Annäherung eine Ladung — Ze trägt, welche nach 
Aulsen so wirkt, als wäre sie im Spiegelbild des geladenen Punktes 
concentrirt. In der Endlage r = r, ist die Ladung 


3 (188) 
70 
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und diese bleibt auf der Kugel, wenn wir nach Unterbrechung der 
Ableitung e' wieder in's Unendliche fortrücken lassen. Sie vertheilt 
sich dabei so, dafs ihre Wirkung nach Aufsen der zweier Punkt- 
ladungen — = e' und — Rë E — —) äquivalent ist, von denen die 
0 
erstere ihren Sitz wiederum im Spiegelbild des geladenen Punktes, 
die zweite im Kugelmittelpunkt hat. Beide üben auf € eine An- 
ziehung aus, welche bei der Entfernung von e' überwunden werden 


muls. Die Arbeit, welche die erstere Ladung, — = e', erforder- 


lich macht, wurde aber bei der Annäherung von € gewonnen; die 
gesammte bei dem Procels geleistete Arbeit ist also gleich der, 
welche zur Ueberwindung der Anziehungskraft 

Eu. (> ri 2) 


3 
ENA N 


der im Mittelpunkt concentrirt gedachten Ladung — Re 7 — = 


ae 
dient; d. h. gleich 
661 1\dr Re? 
I 
E JE =) p ł gei 


ro 


Da nach (188) im Endzustand das Potential der Kugel 


e e 
EA D 
ist, so ist sie in der That gleich 4 Pe. 

Bevor wir nun zu dem allgemeinen Beweis übergehen, wollen 
wir zeigen, dafs die Energie W im Gleichgewichtszustande den kleinsten 
Werth hat, den sie annehmen kann, solange die Lage und Form 
der Leiter erhalten bleibt und leitende Verbindungen zwischen ihner 
und der Erde oder zwischen verschiedenen Conductoren weder neu 
hergestellt noch unterbrochen werden. Mathematisch formulirt, lautet 
dies: Verändern wir die Flächendichte der Elektrieität e um de, 
so dals die Gesammtladungen e, der isolirten Conductoren an der 
Veränderung nicht theilnehmen, so ändert sich die Potential- 
function p um de und die Energie W und ôW. Aber vermöge 
der Gleichgewichtsbedingungen, dafs überall 

47 = O0, 
dals ferner an allen Conductoren 
p = P, = const 
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und speciell auf den zur Erde abgeleiteten 
P,=0 
ist, ist 
W = O. 
Um dies zu zeigen, berechnen wir ôW nach (187 ah indem wir 


dE 


setzen. In der so entstehenden Gleichung 


0 089 _ p ððp Ge ddp 
47 0/0 Lë KÉ aa tr da ar d de 


ist wie in (187 a) über den ganzen Raum, oder da die Differential- 
quotienten von p in Leitern verschwinden, über den von Leitern 
freien Theil des Raumes zu integriren. Wenden wir nun die zum 
Green’schen Satz führende partielle Integration an, so finden wir 
vermöge 4% = 0 


en Allen Albert, 


wo das Integral über alle Oberflächen von Conductoren zu erstrecken 
ist. An diesen ist aber ꝙ constant und nach (69a) 


1 Ge 
Ax On 


SW=5 ſ unde He = 0, 


da an den isolirten Conductoren ðe, an den zur Erde abgeleiteten 
aber P = 0 ist. 

Nun denken wir uns alle Ableitungen zur Erde aufgehoben 
und ertheilen einem der Conductoren, den wir durch den Index 1 
auszeichnen, eine unendlich kleine Verschiebung und Drehung, 
welchen einem seiner Punkte die Verrückung ð? mittheilt; Form- 
änderungen schliefsen wir aus. Dann müssen wir gegen die pondero- 
motorischen Kräfte die Arbeit d 4 leisten, während sich die Energie 
um W ändert. Im Allgemeinen verändert sich mit der Verschiebung 
auch die Vertheilung der Ladungen auf allen Conductoren und ôW 
besteht dementsprechend aus zwei Summanden, von denen der erste 
die Veränderung von W in Folge der Verrückung des Conductors 

H. v. Hetanourz, Theoret, Physik. Bd, IV. 16 


= HI 


also ist 
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bei unveränderter Vertheilung, der zweite die in Folge der Ver- 
schiebung der Ladungen allein stattfindende Veränderung von W 
angiebt. Der zweite Summand ist aber, wie soeben bewiesen, Null. 
Denken wir nun die ursprünglich vorhandenen Ableitungen zur Erde 
wieder hergestellt, so erfolgt eine neue unendlich kleine Verschiebung 
der Ladungen, welche aber wiederum zu ôW nichts beiträgt. Zur 
Berechnung von 


W = 4e (189) 


haben wir also e als fest an den Flächenelementen ds haftend zu 
denken. 


Dies und die vorausgesetzte Starrheit des Conductors 1 hat 
zur Folge, dafs die Potentialfunction vg, der auf ihm befindlichen 
Ladung sich in einem an der Verrückung theilnehmenden Punkt nicht 
ändert; das über seine Oberfläche zu erstreckende Integral 


[fan 


1 


bleibt daher unverändert. Dagegen bleibt die Potentialfunction p, 
aller anderen Ladungen in allen Punkten unverändert, welche an 
der Verrückung nicht theilnehmen, also u. A. an den Oberflächen 
der Conductoren, welche ihren Platz nicht wechseln; das für ihre 
Oberflächen gebildete Integral 


WO? 


2 


ändert sich also auch nicht, und es wird nach (189) und wegen 
Pı ＋ = 


am 0 [[üsge 


10 [Janet qu one Sfint favas) (189a) 
= (Janet fan) 


Aber auch diese Gleichung lälst sich mit Hülfe des GREEN’schen 
Satzes noch vereinfachen; denn p, und p, genügen im ganzen Raum 
der Differentialgleichung Ay =0 und den Stetigkeitsbedingungen, 
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09 
nur dafs der Differentialquotient el an der Oberfläche des Con- 


ductors 1, £ P2 an der der anderen die durch die Relation (69a) 
n 


1 E: ＋ 70 


AA On, N, 


gegebene Unstetigkeit besitzt. Das für den ganzen Raum gebildete 


Integral 
Gë OPa de Ip Ed a. Op Zë dr dy d% 
dr OG öy On dr ds 
ist defshalb sowohl gleich 
d 
[fen E- [fan 
2 2 


als auch gleich 


Flächenintegrale für die unendlich ferne Begrenzung des Raumes 
treten bei beiden Umformungen nicht auf, weil @, und p, im Un- 
endlichen wie 1/ , ihre Ableitungen wie 1/R° verschwinden. Ganz 
allgemein gilt demnach 


[fer [fun 


1 


am = ò ſus qi 
1 


wird. Das hier allein auftretende Integral erfährt seine Veränderung 
dadurch, dafs ein Flächenelement ds bei der Verschiebung um öl 
von einem Ort mit dem Werthe p, an einen mit dem Werthe 


so dafs nach (189a) 


Pa + Gë öl kommt; also ist 


9 * Ser öl. (189b) 
1 


Die von den in Ruhe bleibenden Conductoren auf das Element de 


des Conductors 1 in der Richtung von öl ausgeübte pondero- 
16* 
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motorische Kraft ist aber 
Op, 
Ss ds e SON , 
die zu ihrer Ueberwindung erforderliche Arbeit 


also folgt aus (189b) unmittelbar 
d'H — d A, 
was zu beweisen war. 

Es werden demnach bei dieser unendlich kleinen Verschiebung 
elektrische Energie und mechanische Arbeit unmittelbar in einander 
umgewandelt. Dasselbe gilt von jeder endlichen Verrückung, voraus- 
gesetzt, dals sie so langsam vor sich geht, dafs sich in jedem Augen- 
blick das elektrostatische Gleichgewicht wieder einstellt; denn sonst 
fielen die Voraussetzungen unseres Beweises fort. Es entstünden 
dann elektrische Ströme, welche Kräfte auf einander ausüben, die 
ganz aus dem Bereich der bisherigen Betrachtungen herausfallen, 
und aufser elektrischer Energie und mechanischer Arbeit träten in 
der Energiegleichung noch magnetische Energie und Jouue'sche 
Wärme auf. Ist aber diese Bedingung erfüllt, so können wir aus 
der Gleichheit von W und A schlieſsen, dafs die aufzuwendende 
Arbeit nur von der Anfangs- und Endlage abhängt, auf welchem 
Wege man auch die eine in die andere überführen mag; denn die 
Aenderung der elektrischen Energie ist auch vom Wege unabhängig. 

Die Verwandlung mechanischer Arbeit in elektrische Energie 
spielt in der praktischen Physik eine grolse Rolle; die Wirksamkeit 
aller Influenzmaschinen beruht auf ihr. Beim Elektrophor, der ein- 
fachsten derartigen Vorrichtung, z. B. wird der metallische Deckel 
der elektrisch geladenen isolirenden Scheibe genähert, während er 
abgeleitet, und dann von ihr entfernt, nachdem er isolirt worden 
ist. Ganz wie in dem durchgerechneten Beispiel die leitende Kugel 
erhält er dabei eine Ladung, deren Energie das Aequivalent der 
Arbeit ist, welche bei der Annäherung und Wiederentfernung ge- 
leistet werden muls. 


Zweiter Theil. 


Andere Gebiete, in denen sich die Kraft aus einer 
Potentialfunction ableitet. 


Erster Abschnitt. 
Magnetisirte Körper und Dielektrica. 


$ 49. Allgemeine Theorie der permanenten Magnete, 


Die Theorie des Magnetismus schliefst sich eng an die Elektro- 
statik an. Denn ebenso wie die elektrostatischen lassen sich die 
magnetischen Wirkungen auf zwei entgegengesetzte Agentien zurück- 
führen, deren Unzerstörbarkeit und Unvermehrbarkeit nur der Ein- 
schränkung unterliegt, dafs gleich groſse Mengen von positivem und 
negativem Magnetismus sowohl gleichzeitig entstehen, als verschwinden 
können; sie addiren sich algebraisch. Und die Anziehungs- oder 
Abstolsungskraft, welche zwei magnetische Quanta m und m, im 
Abstand r von einander auf einander ausüben, gehorcht demselben 
Gesetz ` 


N 
SER 


wie die elektrische Kraft. Auch für die Bestimmung der Einheit 
des magnetischen Quantums gilt dasselbe, wie für die Definition der 
Einheit des elektrischen. Da der Magnetismus uns nur durch seine 
Anziehungs- und Abstolsungskraft bekannt ist, können wir sie 
durch Wahl der Constante A8 beliebig festsetzen. Zum Gauss’schen 
Maalssystem führt die Bestimmung, dals für das Vacuum oder die 
ihm praktisch äquivalente atmosphärische Luft 4?=1 sein soll. 
Die Einheit des Magnetismus ist dann dasjenige Quantum, welches 
auf ein gleiches Quantum im Abstand von 1 cm die Kraft 1 Den 


246 ZWEITER THEIL. 8 49 


ausübt; der Dimension nach wird das magnetische Quantum gleich 
dem elektrischen, d. h. 


m = Lä m} 77]. . 


Ferner hat die Uebereinstimmung in den Kraftgesetzen zur Folge, 
dals man sich zur Beschreibung des magnetischen Kraftfeldes wie 
in der Elektrostatik zweckmälsig einer Potentialfunction bedient, 
deren negativ genommene Differentialquotienten nach den recht- 
winkligen Coordinaten die Componenten der auf die Einheit des 
Magnetismus ausgeübten Kraft angeben. Alle Sätze über den Zu- 
sammenhang ihrer Differentialquotienten mit der Raum- und Flächen- 
dichte der Ladung lassen sich ohne Weiteres übertragen; speciell 
gilt im ladungsfreien Raume für sie die Differentialgleichung: 


47% = 0. 


Dennoch tragen die Gleichungen des statischen magnetischen 
Feldes ein ganz anderes Gepräge, als die der Elektrostatik. Denn 
zwischen beiden Gebieten besteht der grundlegende Unterschied, dafs 
wir die entgegengesetzten magnetischen Quanten nicht wie die elek- 
trischen beliebig weit von einander trennen können; jeder Körper 
enthält vielmehr genau ebensoviel positiven wie negativen Magne- 
tismus; auch die weitgehendste Zertheilung eines Magneten liefert 
immer nur Stücke, welche selbst vollständige Magnete mit der Ge- 
sammtladung Null sind. Es giebt keinen Körper, in welchem der 
Magnetismus so frei beweglich wäre, wie die Elektrieität in einer 
leitenden Substanz. Dies zwingt uns zu der Vorstellung, dafs die 
Beweglichkeit, welche wir dem Magnetismus zuschreiben müssen — 
andernfalls würden sie sich in einem Anfangs nicht magnetisirten 
Körper dauernd neutralisiren — nicht über molekulare Entfernungen 
hinausreicht, dafs also schon jede Molekel ein vollständiger Magnet 
mit der Gesammtladung Null ist. 

Entsprechen so alle magnetisirbaren Körper den Dielektriken, 
so giebt es doch auch bedeutsame Unterschiede zwischen ihnen. 
Dafs manche Körper, die sogenannten diamagnetischen, weniger 
magnetisirbar sind, als der leere Raum, wurde schon in der Ein- 
leitung erwähnt; das elektrische Analogon hierzu fehlt. Erheblicher 
noch ist es, dals es Substanzen giebt, welche die einmal angenommene 
Magnetisirung dauernd behalten, während die elektrische Polarisation 
eines Dielektrikums, wenn auch nicht immer gleichzeitig mit ihrer 
Ursache, so doch bald nach ihr aufhört; der gehärtete Stahl ist der 
Typus einer der permanenten Magnetisirung fähigen Substanz. Die 
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Theorie dieser permanenten Magnete ist es, die wir zuerst besprechen 
wollen; von allen temporär magnetisirbaren Körpern nehmen wir 
deshalb vorläufig an, dafs sie sich in praktisch unendlich groſser 
Entfernung befinden, 

Wir beginnen mit der Aufstellung der Potentialfunction eines 
magnetischen Dipols; denn dieser spielt in der Lehre vom Magne- 
tismus als das einfachste Modell der magnetisirten Molekel dieselbe 
grundlegende Rolle, wie in der Elektrostatik die Punktladung. Er 
besteht aus zwei entgegengesetzt gleichen Punktladungen + m, von 
denen die negative die Coordinaten x, y, %, die positive die Coordi- 
naten ze -+ dæ, y + dy, x + dx hat; seine Potentialfunction ist die 
Summe der Potentialfunctionen dieser Punktladungen. Versteht man 
unter r die Entfernung des Punktes æ, y, x vom Punkte F, n, an 
ist sie im letzteren 

m m 
7, ys 7 % 4% 1 4% %%% 


setzt, 


Die Gröfsen 
mdr = , mdy = u, mda =v 


lassen sich hier als die Componenten eines Vectors auffassen, dessen 
Grölse man durch Multiplication von m mit dem Abstand d? der 
Punktladungen findet und der in der Richtung mit dl zusammen- 
füllt; man nennt ihn das Moment M des Dipols. Die Potential- 
function bestimmt sich aus ihm nach der Formel 


1 1 1 
S 
Y N Y * Kay TET (190) 


oder, da 


A = M cos (z, d, u = M cos (% d), rss M cos ( di) 
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und 
at at 0 
Fa 08 (æ, dl) + 72 cos (y, dl) + 1 (x, dl) 
1 1 1 1 
3333 
r df % dr T'ëe a ër 
d 
= M ar? (190a) 
setzt man andererseits in (190): 
1 
e e 1 Or 4 
N „ D 


etc. (r ist dabei als vom Punkte 5, , č nach dem Punkte x, y, * 
weisend angenommen, sonst erhielte cos (r, æ) etc. das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen), so folgt 


p=- J [cos (r, 2) + p cos (r, y) + v cos (r, all, (190 b) 


Liegen mehrere Dipole so nahe bei einander, dafs die Diffe- 
TEE EE T 


ES? SEH 55 — für alle denselben Werth haben, 
so erhält man ihre Potentialfunction, wenn man in (190) A durch 
Tete. ersetzt. Diese Voraussetzung ist nun von den Molekeln 
erfüllt, welche in einem Volumelement dr du da eines permanenten 
Magneten liegen; auch dies wirkt nach Aufsen wie ein einzelner 
Dipol. Durch Integration über das Volumen der Magnete findet 
man hieraus seine Potentialfunction. Nun sind aber nach der bis- 
herigen Definition die Momentcomponenten 4, u, v in den Molekeln 
von Null verschieden, in den Zwischenräumen aber Null, also un- 
regelmäfsig und sprungweise sich ändernde Functionen des Ortes, 
deren Beibehaltung nicht nur zu groſsen analytischen Schwierigkeiten 
führen würde, sondern auch schon aus dem Grunde unmöglich wäre, 
weil man ja nie die Vertheilung der Molekeln und das Moment einer 
einzelnen beobachten kann. Beobachtbar ist nur die vectorielle 
Summe der Momente vieler Molekeln; da im homogenen Körper nah 


rentialquotienten 
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benachbarte Volumelemente gleichberechtigt sind, so ist diese zu 
dem Volumelement, über dessen Molekeln wir summiren, propor- 
tional, d. h. wir können ihre Componente gleich Adzdydx, udxzdydz, 
d dy d setzen. In dieser neuen Bedeutung sind A, u, v die Com- 
ponenten eines als Magnetisirung bezeichneten Vectors c, sie sind 
stetige und differenzirbare Functionen des Ortes, abgesehen von 
Unstetigkeitsflächen, wie z. B. die Oberfläche eines permanenten 
Magneten eine ist. Die Potentialfunction eines Volumelements 
ist dann 
9 3 97 

* + et PR + pn dx dy dx 


und die des ganzen n 
1 


al de 
Aa i ae 97 -H v Ee d dy dx. (191) 


Diese Gleichung läfst sich nach dem zum Beweis des GnAEN“- 
schen Satzes (8 21) benutzten Schema durch partielle Integration 
umformen; nehmen wir an, dafs im Inneren des Magneten keine 
Unstetigkeitsfläche liegt, dafs er also nicht aus verschiedenen, erst 
nach der Magnetisirung zusammengefügten Stücken besteht, so ist 
seine Oberfläche die einzige Unstetigkeitsfläche und es bezieht sich 
in der so en Gleichung 


cler Den 


— P Ju — [ACOS (ui, a) + p COS (n, y) + v COs e 2)] 


das Flächenintegral nur auf diese. Im Allgemeinen müfste es über 
alle Unstetigkeitsflächen so gebildet werden, dafs die Magnetisirung 
der beiden an einander stofsenden Körper berücksichtigt wird. Das 


(191a) 


Auftreten des Factors 7 zeigt, dals der Magnet äquivalent ist einer 


magnetischen Ladung von der räumlichen Dichte 
di, dp 20 
ý 9 

Ee öy ` ës (123) 

D u’, die Raumdichte der, wie wir später sagen werden, scheinbaren 


magnetischen Ladung darf nicht mit u, der y-Componente der Magnetisirung 
verwechselt werden. 
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und der Flächendichte 
m’ = — cos (uh) + u cos (n,y) + v (cos n, A =— Snp (1928) 


wenn o, die Componente des Vectors o in Richtung der inneren 
Normale bedeutet; diese Bezeichnungsweise wollen wir im Folgenden 
zur Abkürzung der Formeln beibehalten. Der Gesammtbetrag dieser 
Ladung für den ganzen Magneten ist Null, da nach dem Gauss'schen 


E U Ie de- ae, 


ist; für einen Theil des Magneten ist er aber natürlich im Allgemeinen 
von Null verschieden, doch wird er beim Zerbrechen des Magneten 
für jedes Stück wieder Null, weil dann die Bruchfläche einen vorher 
nicht auftretenden Beitrag zum Oberflächenintegral der letzten Glei- 
chung liefert. Wegen dieses Unterschiedes gegen das Verhalten der 
elektrischen Ladungen, die wir bisher kennen gelernt haben, be- 
zeichnet man die letzteren als wahre, die ersteren aber als schein- 
bare, d. h. durch die Magnetisirung vorgetäuschte Ladungen.) Nach 
(191a) spielen die scheinbaren Ladungen aber für die Potential- 
function dieselbe Rolle, wie die wahren Ladungen der Elektrostatik, 
d. h. es bestehen nach (69) und (69a) die Beziehungen: 


KI 924. dn 
77 40 E EE (193) 
2 Wi sl mie Deche d Gade 


welche sich, da die Componenten der magnetischen Kraft 


sind, auch in die Form 


O(L+4m)) OL AA Aa), 
„ Sie Trade + 1 0, (198b) 
(Li+ 4ni )cos(n, MA u,)cos(n,, y)+(N,+4an)cos(n, 2) 


+L,cos(n,2) + A cos (%, )) +N,cos({n,, 2) al 1989) 


bringen lassen. In der letzten Gleichung könnte man zu Li, Ar. 
noch 4 J, 4au,, 4 ½ hinzuaddiren, da diese drei gege déi 
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sind. Nun sahen wir in § 24, dafs die Einheitsfäden, welche das 
elektrische Kraftfeld darstellen, nur dort Endpunkte haben, wo elek- 
trische Ladungen liegen, wo also entweder die räumliche Divergenz 
der elektrischen Kraft, 


x 0X QZ 
Be Oy T F 


Ane 


oder die Flächendivergenz 


£ + La = vre, 
X, cos (u + I. cos ( /) + . cos (n, ) i 
+ X, cos ( ) + Y, cos (n, y) + 2. cos ( 2) = de, 


von Null verschieden ist. Nach (193b) und (193 c) sind aber räum- 
liche und Flächendivergenz des Vectors mit den Componenten 
L+4n), M+4nu, V 42 stets Null, die den Verlauf dieses 
Vectors darstellenden Einheitsröhren laufen also immer in sich 
selbst zurück. 

Nach (191) ist die Potentialfunction und damit das den Magneten 
umgebende Kraftfeld durch die Magnetisirung eindeutig bestimmt. 
Dagegen ist es nicht möglich, umgekehrt aus der Kenntnifs des 
Kraftfeldes im Aufsenraum die Magnetisirung zu ermitteln, Nicht 
einmal auf die Vertheilung der scheinbaren Ladung läfst sich zurück- 
schliefsen. Denn es giebt zu jeder räumlichen Ladung mit der 


Dichte u’ im Inneren eine Oberflächenbelegung, welche ihre Wirkung 
nach Aufsen gerade aufhebt; nach (89a) ist: 


p= v dzdyaz 
(U ist die Grees’sche Function) die Potentialfunction, welche im 
Inneren der Forderung 
Ap=— 4K IN 
genügt und im Aufsenraume 0 ist; 


l 
an On, 


in also die Dichte jener Oberflächenbelegung. Der Gesammtbetrag 
dieser Ladung ist 


JJ Taran a + [farm 
LE 1 H 
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(nach dem Gauss’schen Satze); sie kann also bei einem Magneten 
auftreten, der dann nach Aufsen überhaupt nicht wirkt. Fügt man 
sie zu einer schon vorhandenen Ladung hinzu, so ist dies aufser- 
halb des Magneten nicht zu bemerken. Aber selbst wenn 


und 


bekannt wäre, so reichte dies noch nicht zur Bestimmung der 
Magnetisirungscomponenten A, u, „ hin. Die elektrische Feldstärke 
ist zwar eindeutig bestimmt, wenn ihr aufser der Divergenz — u 
in einem geschlossenen Raume vorgeschrieben ist, dals sie aufser- 
halb dieses Raumes Null sein soll. Die Gleichung 


p = [[[U w dzdydz 


giebt nach (89a) ihre Potentialfunction an. Die Magnetisirung leitet 

sich aber nicht aus einer Potentialfunction ab, vielmehr können die 

sie darstellenden „Magnetisirungslinien“ alle in sich geschlossen sein, 
e TOR s 0v N 

so dafs ihre Divergenz CC + E + d ebenso wie die Flächen- 


divergenz el verschwindet. Sie veranlafst dann nach (191a) weder 


innerhalb noch aufserhalb des Magneten eine magnetische Kraft, 
und ihr Hinzufügen zu einer anderen schon vorhandenen Magneti- 
sirung läfst sich durch Untersuchung des Kraftfeldes nicht erkennen. 


Wie sich beim Zerbrechen eines Magneten seine scheinbare 
Ladung ändert, so auch, wenn man in ihn einen Hohlraum bohrt; 
denn auch dabei entstehen neue Grenzflächen. In dem Hohlraume 
wird also im Allgemeinen eine andere Feldstärke herrschen, als 
vorher an dem entsprechenden Platze. Wir wollen diese Frage nur 
für den einfachsten Fall behandeln, dafs das ausgebohrte Volumen 
so klein ist, dafs man in ihm die Magnetisirung als nach Gröfse 
und Richtung constant betrachten kann, und dafs es die Form eines 
Cylinders hat, dessen Erzeugenden in der Richtung der Magnetisirung 
liegen. Wir legen die æ-Axe parallel zu dieser Richtung. 

Wir verfahren zu diesem Zwecke so, dals wir von der Potential- 
function ꝙ des ursprünglichen Magneten die des ausgebohrten Cylin- 
ders abziehen. Zu ihrer Berechnung brauchen wir weder die 
Volumenladung des Cylinders zu berücksichtigen — denn sie äulsert 
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nach 8 11 auf die Kraft keinen endlichen Einfluſs, wenn der 
Cylinder unendlich klein ist — noch den Cylindermantel, da an 
ihm 9 0 ist. Nach (191 a) ist sie also 


SS) 
ES heat Beet r r 
` 2 


wo die erste Integration über die dem kleineren Werthe von x ent- 
sprechende Grundfläche, die zweite über die dem gröſseren Werthe 
von x entsprechende auszuführen ist. Ist der Cylinder fadenförmig 


lang gestreckt, so wird das magnetische Quantum e f fi ds so klein, 


dals beide Integrale und damit o? nur in der nächsten Umgebung 
der beiden Flächen von Null verschieden sind. Im entgegengesetzten 
Grenzfalle eines äufserst flachen, scheibenförmigen Cylinders ist “ 
die Potentialfunction zweier unendlichen, entgegengesetzt gleich mit 
der Flächendichte o geladenen Ebenen, wenn man die Betrachtung 
auf solche Punkte beschränkt, welche vom Mantel des Cylinders 
genügend entfernt sind. In Uebereinstimmung mit $$ 19 und 47 
sieht man unmittelbar, dals der Ansatz 


vg" ss dort const im Innern des Cylinders 
const im Aulsenraum 
sowohl der Gleichung 4% = 0 als den Grenzbedingungen an den 
geladenen Platten 


4 ( 34 Er OT LE, 


genügt. Die im Hohlraum herrschende Potentialfunction ist also 
A = = AA - const, 

so dals die æ-Componente der magnetischen Kraft im Hohlraum 

um 4 grölser ist, als an derselben Stelle, bevor er gebohrt war. 


Bei anderer Form des Hohlraumes findet man andere Wertlie 
für diesen Zusatz. 


S 50. Angenäherte Darstellung des Kraftfeldes in der 
Umgebung eines Magneten. 


Setzt man in (191a) das magnetische Quantum — o, de oder 
66 ol 


d biede Aen 
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gleich dm, so geht diese Gleichung über in 


* 
däer e 


wo r den Abstand des Quantums dm vom Punkt F, , C also 
— 1 
r ([r = tun — EI 


ist. Wir verlegen nun den Coordinatenanfang in's Innere des 


Magneten. Die Entwickelung der Function > nach steigenden 


Potenzen von æ, y, % 


ac? dë di d 
gt a EN Jy y+ SE A +... (194) 


convergirt für alle Punkte E o, C für welche 
a l Se a 
ist, und zwar um so schneller, je gröſser &° + gë + £? ist. 

Diese Tayror’sche Reihe ist nämlich ihrem Inhalt nach gleich- 
bedeutend mit der früher abgeleiteten Gleichung (159c) auf S. 199. 
Wir brauchen dort nur R, und R, mit den beiden Strahlen zu 
identificiren, welche hier vom Nullpunkt nach den beiden Punkten 
nr und F, n, £ führen. Dann wird der Cosinus des Winkels 
zwischen beiden Strahlen — das ist die Variabele u der Kugel- 
functionen 1% — 
weh eëtuutst `, 

R, R, 


Die Kugelfunction P. A ist ganze Function aten Grades von u mit 
entweder nur geraden oder nur ungeraden Potenzen. Sie kann daher 
umgeformt werden in einen Bruch, dessen Generalnenner bn ka heifst, 
während im Zähler wegen R? 2° -+y?+x? eine ganze Function 
aten Grades der drei Variabelen æ, y, x auftritt, deren Coefficienten 
aus den é, o, C zusammengesetzt werden. Nennen wir diese ganze 
Function Ga (x, y, x), so heilst das allgemeine Glied der Reihe (1590), 
nachdem man noch den Factor R, von links nach rechts in den 
Nenner gebracht hat, 


An Ga Ja lx, % ) Y, 2) 


Aa 2 TRAR R° Err. Ga (Œ, y, 2). 


8 50 KRAFTFELD IN DER UMGEBUNG EINES MAGNETEN. 255 


Die ganze Schaar der hieraus entstehenden Glieder kann man nach 
steigenden Potenzen und Producten von z, y, x ordnen und erhält 
somit eine Entwickelung von 1/r, welche mit der hier in Gleichung (194) 
angesetzten Reihe identisch sein mufs. Da nun jene Reihe für 
R, > R, absolut convergirt, so thut das auch unsere Reihe (194), 


Die Reihe, die man durch Substitution von (194) in = ZS. 


erhält, lautet wegen P dm= 0 


T 2 
Ou? Lt wä 


al 


a | jean + 
1 


(195) 
62 


und convergirt aufserhalb einer Kugel um den Coordinatenanfang, 
welche den Magneten gerade eben einschliefst, 

Der Vergleich von (194) und (190) zeigt, dafs der Magnet, soweit 
hier nur die Glieder erster Ordnung in Betracht kommen, einem 


Dipol äquivalent ist, dessen Moment M die Componenten fi sdm, 


f y dm und fi xdm hat. Man nennt M das Moment des Magneten. 


Es ist von der Wahl des Coordinatenanfangs unabhängig, denn eine 
Parallelverschiebung des Axenkreuzes verändert die Coordinaten nur 
um gewisse additive Constanten a, b, c, so dafs an die Stelle des 


Integrals fram 
fe + Dam = fram etc. 


tritt. Dagegen verändert eine Drehung des Axenkreuzes die Werthe 
der drei Componenten. Legen wir z. B. — das ist das Zweck- 
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mälsigste, weil sich dann (195) wesentlich vereinfacht — die x-Axe 
in die Richtung des Moments M, so wird 


fe an = M, JEE xdm = 0 (196) 


und die Potentialfunction reducirt sich in den Gliedern erster 
Ordnung auf den zu (190a) analogen Ausdruck 


Natürlich kann auch M gleich Null sein, z.B. wenn man zwei 
Magnete von gleichem Moment so auf einander legt, dafs ihre Momente 
entgegengesetzte Richtungen erhalten. Dann wird die Bestimmung 
der Lage der z-Axe hinfällig, doch schlieſsen wir diesen Fall hier 
von der Betrachtung aus. 

Wir wollen nun des Weiteren die Lage des Axenkreuzes so 
wählen, dafs Gleichung (195) auch in den Gliedern zweiter Ordnung 
eine möglichst einfache Gestalt annimmt. Zunächst setzt eine 


Parallelverschiebung an die Stelle von Join, feyam und f x» dm 
die Integrale 


fa + 3 am= a’ fam +2afram + x: dm 
fa + 2% + am = avfam + afyam + dm + Ten dam 
fa + 2 (e + Jam = ao am + afxdm + elen 3 m, 
welche sich nach (196) und wegen f dm = 0 auf 
2aM + |z? dm, 
b M -+ 7 


cM A um 


reduciren. Wir bestimmen nun die Constanten a, b, e so, dafs diese drei 
Ausdrücke verschwinden. Dadurch ist der Coordinatenanfang in den 
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sogenannten Mittelpunkt des Magneten verlegt und es sind in (195) die 
DH DO 02.1 

ER a zum Verschwinden 

dei |, Wës /, 0 /, 


Coefficienten von 


gebracht. 

Jetzt hat unser Coordinatensystem nur noch einen Freiheitsgrad, 
die Drehung um die Axe, Drehen wir es um den Winkel , so 
treten an die Stelle von y und à die neuen Coordinaten 


€ 


y = ycos«+xsin« 


x = — ysin « + % cosg 


und es wird das an die Stelle von f yxdm tretende Integral 


ure an 2 4 24 fe- „% dm + cs2«|yzam. 


Durch passende Wahl von e lüfst sich also auch der Coefficient 
al 
7 
Ou del, 
zweiter Ordnung nur übrig bleibt 


von in (195) zu Null machen, so dafs von den Gliedern 


1 1 
2 Ze 
1 9755 ð 


2 |\ öy? fram P CR feam 


Dafür ist aber jetzt auch das Coordinatensystem vollkommen fest- 
gelegt. 

Doch auch diese Glieder verschwinden häufig; z. B. wenn der 
Magnet zu seiner Mittelebene (der y-x-Ebene unseres Axenkreuzes) 
symmetrisch und so magnetisirt ist, dafs jeder Ladung dm im 
Punkt v, y, x die Ladung — dm im Punkt — x, y, x entspricht. 
Aber auch wenn diese Forderung nicht streng erfüllt ist, kann man 
in dem praktisch wichtigsten Fall des stabförmigen Magneten die 


das Quadrat der Querdimensionen enthaltenden Integrale fi vi dm 


D 


und fa adm vernachlässigen. 


Unter derselben Voraussetzung kommt für viele Zwecke von 
den Gliedern dritter Ordnung nur das allein von den Längsdimensionen 
abhängige, 


H. v. Hersmorrz, Theorot, Physik. Bd. IV, 17 
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in Betracht; innerhalb der Grenzen dieser Annäherung ist also 


1 A 
ð D 1 g D š 
p=M Jr T A he, zi dm (195a) 


Denken wir uns andererseits in zwei Punkten der z- Axe, welche 
vom Nullpunkt die Entfernungen + 2 haben, zwei magnetische 


Quanten + m angebracht und wählen m und ! so, dafs 


ml =M 
(195b) 
m?l? = 4 laädm 


wird. Die Potentialfunction dieser Punktladungen wird dann, wenn 
wir mit r, und r_ den Abstand der beiden Punktladungen vom 
Punkt F, , C bezeichnen und nach (194) 


1 1 1 0 1 at 1 0 
— 4 geste E KE 2 — H 
DE: We TS 52 Lët RE RER LK BEE 
1 oe SH 
„ 144 n 
en. 8 (07 /, 48 Gei 
setzen, gleich 
1 A 
n(-- = mı Get 1 m SC? -+ 
fa iM O SC 24 n 


stimmt also innerhalb der in (195a) erreichten Annäherung nach 
(195b) mit der des Magneten überein. Die Orte dieser Punktladungen 
bezeichnet man als die Pole des Magneten; ihre Entfernung von 
einander, welche nach (195b) den Betrag 


S «’ dm 


12 -r 
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hat, ist erfahrungsgemäfs meist $ der Stablänge. Ihre Bedeutung 
unterliegt aber denselben Einschränkungen wie die Gültigkeit der 
Gleichung (195a). In Strenge läfst sich der Magnet nicht durch sie 
ersetzen. 

Setzt man in (195a) nach (195b) 


fr am = me 


ol aL 
und drückt man die Differentialquotienten |— 2 und s 
de |, gei |, 
in den Coordinaten des Punktes €, a, £ aus, so findet man 
2 2 
e la er 6 548 m, (1950) 


wo 


r= V FF ; 
hieraus berechnen sich die Kraftcomponenten 


SE SE 8 4 (6-60 fr 85 fr) 


0 3 8 D 
- -t- he 
V2 2 = Ze, hiem, 


In erster Annäherung, d. h. sofern der Magnet als Dipol (! = 0) be- 
trachtet werden kann, ist 


M 
en 
M=3MËL (197a) 
SMS ' 
o 


Es superponiren sich in grofser Entfernung vom Magneten also zwei 


Kräfte, von denen die eine von der Stärke —- SI die dem Moment ent- 


gegengesetzte Richtung hat, während die es die Intensität 3 M 1 


besitzt und je nach dem Vorzeichen von E vom Mittelpunkt der 
17% 
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Magneten fort oder nach ihm hinweist. Für spätere Zwecke führen 
wir hier noch die Kraft an, welche einerseits in der Mittelebene 
der Magnete (FE = 0), andererseits in seiner Axe (7 = = 0) herrscht; 
nach (197) ist in Punkten der ersteren 


M 3 P e 
1 „ (-f F) Men N=0 (er) 


in Punkten der letzteren 


M 1 
ia lit, Tr): M= O, Vo. (1970 


8 51. Das magnetische Kraftfeld der Erde und seine Messung. 


Eng verknüpft mit dem magnetischen Moment ist das Dreh- 
moment, welches der Magnet im homogenen Kraftfeld erfährt. Als 
ein solches ist z. B. das des Erdmagnetismus zu betrachten; denn 
es verändert sich in dem von experimentell brauchbaren Magnet- 
stäben eingenommenen Raum nicht merklich. Hängen wir den Stab 
um eine vertikale Axe drehbar so auf, dafs seine magnetische Axe 
in der horizontalen x y-Ebene liegt und mit der à-Axe, die wir in 
die Richtung der Horizontalcomponente 7 der erdmagnetischen Kraft 
legen, den Winkel e bildet, so erleidet er das Drehungsmoment 


— "lan M sin & 


(siehe Band I dieser Vorlesungen, 8 46), denn Tam ist die am Ort 
von dm angreifende und in der z-Richtung wirkende Kraft, und 


Í: y dm die y-Componente des magnetischen Moments M. Der Magnet 


bleibt in Ruhe, wenn œ = 0, wenn also seine magnetische Axe mit 
der Richtung von 7 zusammenfüllt. Dies dient zur Definition des 
Vorzeichens einer magnetischen Ladung; als positiv bezeichnet man 
die Ladung des Poles, welcher in unseren Breiten ungeführ nach 
dem geographischen Nordpol weist. 
Ist R das Trägheitsmoment des Stabes, so erfährt er die Winkel- 
beschleunigung 
de IM . 
ä Sin . 
Dies ist aber die in Band I dieser Vorlesungen $ 28 ausführlich 
discutirte Differentialgleichung der Pendelschwingungen. Wir ent- 
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nehmen jener Besprechung das Resultat, dals der Stab Schwingungen 
um die Ruhelage «= 0 ausführt, deren Periode bei kleiner Am- 
plitude 
R 

T = 22 2 (197d) 
ist. Das Reibungsglied, welches in der Differentialgleichung wegen 
des Luftwiderstandes und anderer -Störungen eigentlich hinzugefügt 
werden mülste, ändert nichts daran, da es sehr klein ist und 
nach Band I $ 32 nur quadratisch in die Formel für die Periode 
eingeht. 

Gleichung (197d) setzt uns in den Stand, die Horizontal- 
intensitäten an verschiedenen Orten der Erdoberfläche mit einander 
zu vergleichen, indem man die Schwingungsdauer desselben Mag- 
neten an ihnen bestimmt; es ist dann 


U 1 1 
71 77: 77. T Ti Te; TE 
Dies älteste, auf Hunnorpr zurückzuführende Verfahren leidet aber 
an der Ungenauigkeit, dafs sich ein Magnet nicht unverändert über 
grölsere Strecken transportiren lüſst; und da die erdmagnetische 
Kraft an einem und demselben Ort zeitlich nicht genau constant ist, 
kann man auch durch Controllversuche nach Rückkehr zur Ausgangs- 
station diesen Fehler nicht eliminiren — ganz abgesehen davon, 
dafs er für 7 keinen absoluten Werth liefert. Von beiden Uebel- 
stünden ist die Gauss’sche Methode frei, da sie über das Moment 
des Magneten nichts voraussetzt, sondern es im Gegentheil jedesmal 
mitbestimmt, 

Gleichung (197d) enthält das Product 7 M, aber aufserdem noch 
das Trägheitsmoment R. Man eliminirt das Letztere durch Anstellung 
eines zweiten Versuchs mit demselben Magnetstab, nur dals zuvor 
das Trägheitsmoment in berechenbarer Weise verändert wird. Dazu 
sind auf dem Magnetstab zwei Messingringe von gleicher Masse p 
verschiebbar angebracht. Ihre Schwerpunkte befinden sich das erste 
Mal im Abstand a,, das zweite Mal im Abstand a, von der Drehungs- 
axe. Ist o das Trägheitsmoment eines Ringes um seinen Schwer- 
punkt, so ist bei dem ersten Versuch das Trügheitsmoment der 
Ringe um die Drehungsaxe nach einem bekannten Satz der Mechanik 
(Band I dieser Vorlesungen, p. 173 fl.). 


2 (0 +pra?), 
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beim zweiten Versuch 

2(¢ +p’); 
um 

2 p (a, — o? 


wird demnach das Trägheitsmoment durch die Verschiebung geändert, 
so dafs beim zweiten Versuch die Periode der Schwingung 


R + 2 (u. 410 


ist. Hieraus und aus (197d) kann man nach Elimination von R das 
Product TM berechnen. 

Nun kann man aber auch das Verhältnils M bestimmen, indem 
man eine horizontal aufgehängte Magnetnadel zugleich der Wirkung 
des Erdfeldes und des Magneten aussetzt. Wir wollen sie als so 
klein voraussetzen, dafs auch die von dem letzteren ausgehende Kraft 
längs ihrer Ausdehnung als constant betrachtet werden kann; dann 
giebt die Richtung ihrer magnetischen Axe in der Ruhelage die 
Richtung der Resultante aus den Horizontalcomponenten der von 
der Erde und dem Magneten ausgeübten Kräfte. Legt man nun 
den Magnet in die Entfernung r nordwärts (längs des magnetischen 
Meridiaus gemessen) von ihr, mit von Osten nach Westen ge- 
richteter Axe, so rührt von ihm nach (197b) am Ort der Nadel die 
von Westen nach Osten weisende Kraft 


sn 


7 


her. Ist e der Winkel, um welchen die Nadel durch sie aus dem 
magnetischen Meridian abgelenkt wird, so ist tg« gleich ihrem Ver- 
hältnils zu 7, also 


D 


ier BA, 
Führt man die Messung für zwei verschiedene Entfernungen r aus, 
so kann man unter Elimination des unbekannten Polabstandes J das 
Verhältnils T und da das Product ? M schon bekannt ist, 7 und M 
einzeln im absoluten Maals bestimmen. Natürlich kann man den 
Magneten auch östlich oder westlich von der Nadel mit von Osten 
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nach Westen weisender Axe aufstellen, dann gilt nach (197c) für 
den Ablenkungswinkel œ die Gleichung 
1 Si M 


2 
EE T 


2 d 

Diese Erörterungen enthalten natürlich nur den Grundgedanken 
der Gauss’schen Methode. Bei der Ausführung der Versuche bedarf 
es einer viel gröfseren Anzahl von Messungen, um z. B. die Un- 
sicherheit über den Ort des Mittelpunktes und die Lage der Axe 
des Magneten, die die Messung des Abstandes r beeinträchtigt, 
eventuell auch den Einflufs des Polabstandes der abgelenkten Magnet- 
nadel und Aehnliches zu eliminiren. 

Historisch sei erwähnt, dafs Gauss an derartigen Ablenkungs- 
versuchen bestätigte, dafs die magnetische Kraft einer Punktladung 
dem Quadrat des Abstandes umgekehrt proportional ist, indem er 
sie unter Voraussetzung des allgemeineren Kraftgesetzes 


mm, 
eh 


K= 


discutirte und zeigte, dafs sich die Beobachtungen nur mit der An- 
nahme n = 2 erklären lassen. 

Nicht nur ein theoretisches, sondern auch ein erhebliches 
praktisches (nautisches) Interesse hat die Frage, wie man aus der 
Bestimmung der Gröfse und Richtung der Horizontalintensität an 
einer Anzahl von Beobachtungsstationen den Verlauf der Kraftlinien 
an der ganzen Erdoberfläche finden kann. Zu diesem Zweck be- 
nutzen wir die Darstellung der Potentialfunction durch eine nach 
Kugelfunctionen fortschreitende Reihe. Dabei denken wir die Erde 
als Kugel vom Radius R; mit y bezeichnen wir die geographische 
Länge, mit 0 die Poldistanz vom Nordpol und mit u ihren Cosinus; 
nach (150) gilt dann längs der Erdoberfläche 


nn PETE x 
7 > >F Beil — u?" (An, m COSM N + Bum sin my) 
n=l m=0 
Im Gegensatz zu (150) brauchen wir hier nur von n= 1 an zu 
summiren; denn das dort auftretende Glied mit n = 0 erhält den 


Factor =, wenn man die Function ꝙ für einen Punkt aufserhalb 


der Kugel berechnet, deutet also auf eine von Null verschiedene 
magnetische Gesammtladung hin, die nicht vorkommen kann. Eine 
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Verschiebung des Punktes y, 9% längs des geographischen Meridians, 
welche die Poldistanz um dë ändert, ist gleich Rd 9%; die Potential- 
function ändert sich dabei um 


der Factor der Verschiebung d muls aber, negativ genommen, 
die in Richtung von d liegende Kraftcomponente © sein; also ist 


Die Verschiebung des Punktes 9, 7 längs des Breitenkreises beträgt 
I sin d dn wenn y dabei um dy wächst. Wir schlielsen daraus, dafs 
ur WR RER 

— Rsn® ðn Ryl = Ön 

die in Richtung des Breitenkreises wirkende Componente der erd- 
magnetischen Kraft ist. Führt man in der Reihe für 9 diese 
Differentiationen aus, so erhält man, da 


d P, 
80 = Pumyı 
ist, 
H H — ll 
EG ECH 


(An m COS MM + Bu, m Sin m 7) 
12 EN ; 
H = ES im Pun V1- p (dn, m sin m/ — Bu, m CO8 M ). 


Berücksichtigt man hier nur eine endliche Anzahl von Gliedern, so 
kann man aus der Kenntniſs von © und H an der gleichen Anzahl 
von Beobachtungsstationen ihre Coefficienten 4% n und Bum bestim- 
men. Dies führt natürlich auf weitläufige Eliminationsrechnungen. 

Die Glieder, für welche n = 1 ist, ergeben für die Potential- 
function aufserhalb der Erde den Term 


R? ` e 
Sg (dio €08 Ý + A,, Sin & cosy + B, sin d sin 7); 


in hinreichend grofser Entfernung überwiegt er die anderen, welche 


wie = etc. abnehmen. Wie aus dem Vergleich mit (190b) hervor- 
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geht, stellt er die Potentialfunction eines Dipols dar, dessen Moment 
die Componenten R? A, D A. I Bi hat; denn es ist 


— cos (r, x) = co , —cos(r,y)= sin d cosy, — cos (r, x) = sin & sin . 


Nach Gauss ist sein Werth so erof, wie wenn sich in jedem Kubik- 
meter der Erde acht maximal magnetisirte einpfündige Magnetstäbe 
alle zu einander parallel befünden. Ueber die thatsächliche Magneti- 
sirung soll damit natürlich nichts gesagt sein; diese läfst sich bei 
der Erde ebenso wenig wie bei jedem anderen Magneten durch Be- 
stimmung des umgebenden Kraftfeldes ermitteln. 


$ 52. Allgemeine Theorie der Dielektrica und temporär 
magnetischen Körper. 


Im Anschlufs an die Theorie der permanenten Magnete ist es 
ein Leichtes, auch die dielektrisch und magnetisch erregbaren Körper 
in den Kreis der Betrachtung zu ziehen; denn die grundlegenden 
Begriffe sind trotz der verschiedenen Benennungen in diesen Ge- 
bieten der Theorie defswegen die gleichen, weil die Elektricität in 
den Dielektriken ebenso nur innerhalb der Molekeln beweglich ist, 
wie der Magnetismus. Definiren wir den als dielektrische Polari- 
sation bezeichneten Vector s mit den Componenten /, m, n dahin, 
dafs Id dydx, mdadydx, ndadydx die Componenten des resul- 
tirenden elektrischen Moments aller im Volumelement dzdydx 
liegenden Molekeln ist, so ist entsprechend der Gleichung (191) 


% d 


ell, go tms GER * d dy dæ (198) 


die Potentialfunction der vom Dielektricum ausgehenden elektrischen 
Kräfte. Wir können also das Folgende, obwohl wir durchgängig 
von Dielektriken reden wollen, unmittelbar auf magnetisirbare Körper 
übertragen; wo sachliche Unterschiede vorliegen, werden wir sie be- 
sonders hervorheben. 

Die Componenten , m, n der Polarisation sind wie die Magneti- 
sirungscomponenten A, u, „ stetige und differenzirbare Functionen des 
Ortes, nur an den Berührungsflächen verschiedener Körper sind sie 
im Allgemeinen unstetig. Nehmen wir in (198) die von (191) zu 
(191a) führende partielle Integration vor, so müssen wir im Gegen- 
satz zu dem Früheren die Möglichkeit in’s Auge fassen, dals auf 
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beiden Seiten einer Unstetigkeitsfliche Polarisation vorhanden ist. 
Dann findet man an Stelle von (191a) die Gleichung: 


7 0.0 e E 97 u n ) dzayaz— f E (% Ten, (1988) 


Die Polarisation des Dielektricums täuscht also eine Ladung von 
der Raum- und Flächendichte 


— 62-850 


e — (8m, + Sm) 


vor, Man bezeichnet sie wie die entsprechende Ladung eines Mag- 
neten als scheinbare Ladung. Daneben kann aber noch eine wirk- 
liche Ladung bestehen; die älteste Erfahrung auf dem Gebiete der 
Elektricität ist ja die, dafs sich zwei in innige Berührung gebrachte 
(geriebene) Isolatoren entgegengesetzt laden. Sie erhalten dabei 
eine Flächenbelegung. Diese als zugeleitete oder wahre Elektricität 
bezeichnete Ladung kann aber auch in das Innere dringen und sich 
dort räumlich vertheilen; denn es giebt keine scharfe Trennung 
zwischen Isolatoren und leitenden Körpern. Auch bei Substanzen, 
in denen die Elektrieität für die Dauer eines Versuchs so gut wie 
fest haftet, kann im Lauf längerer Zeit Verrückung der Ladung 
vorkommen. Ist e und e die Raum- und Flächendichte der wahren 
Ladung, so ist ihre Potentialfunction natürlich gleich 


ren,‘ fit, 
r r 


so dafs im Allgemeinen 


p -Sff |- (59% EE Te (199) 


wird. Die hier auftretende Summe aus der wahren und der schein- 
baren Ladung bezeichnet man als die freie Ladung. Ihre Raum- 
und Flächendichte ist 
ol Om On 
mager et Së 
ges e — (Sn ＋ Sn): 


Sie bestimmt die Potentialfunction so, wie es die wahre Ladung 
thut, wenn polarisirbare Körper nicht vorhanden sind. 


(200) 
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Unmittelbar aus der letzten Bemerkung folgt die Gültigkeit der 
Gleichungen 


UN EE 7 — or — ck 
4n 7 In Ja t y TF Se vn 
aa end N 7 70 92 = — 1 — £ 
A ki E: al Wa A 7 (Cn, + E,) 6. 


Die Normalcomponente der elektrischen Kraft springt also im All- 
gemeinen an Unstetigkeitsflächen; dagegen sind nach (199) die Tan- 
gentialcomponenten immer stetig; denn sprungweise Aenderung der 
letzteren lernten wir nur an Doppelflächen von wechselndem 
Moment (§ 19, Ende) kennen, Aus (200) und (201) folgt, dafs 


1 IO Linsh & AAN 6 Z ＋ 429 | 
— A + 2 „I Ta 
4 ġa Ou da | | (201a) 


En + 40 (Cn Hina] me 


ist. Der Vector, dessen Componenten X + Aal, Y 4 m, Z+ 4an 
sind, hängt also mit der wahren Ladung genau so zusammen, wie 
die elektrische Kraft mit den freien. 

Beim Magnetismus giebt es keine wahre Ladung, wie wir schon 
in § 49 aussprachen; daher ist freier Magnetismus identisch mit 
dem scheinbaren und es verschwindet, wie ebenfalls dort bemerkt 
wurde, die Divergenz des Vectors mit den Componenten L + 47% 2, 
M AN u. NAA überall, auch an Unstetigkeitsflächen. 

Der Punkt, in welchem sich die Dielektrica und temporär 
magnetisirbaren Körper von den permanenten Magneten wesentlich 
unterscheiden, ist nun der, dafs die ersteren einer äufseren Ursache 
bedürfen, um Polarisation oder Magnetisirung zu zeigen. Es be- 
steht bei ihnen ein Zusammenhang zwischen der elektrischen oder 
magnetischen Erregung und der Feldstärke, welchen wir im Fol- 
genden — natürlich unter Benutzung empirischer Thatsachen — 
ableiten wollen. 

Befindet sich ein elektrischer Dipol, dessen Ladungen — e und 
+e an den Orten æ, y, x und A de, y+dy, x + dx liegen, in 
einem fremden elektrischen Kraftfelde, dessen Potentialfunction ꝙ ist, 
so ist 


ô 
e (Pz + dz, y + åy, sta Pa) = e (gede + 6% dy + geda) 


die potentielle Energie der auf ihn ausgeübten Kraft. eds, edy, e da 
sind die Componenten seines elektrischen Momentes. Schlieſst man 
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in der in $ 49 durchgeführten Art vom Dipol auf das System von 
Dipolen, als welches wir den polarisirten Körper auffassen, so ist 


III E wl az de dy da 


die potentielle Energie seiner Wechselwirkung mit dem Kraftfelde. 
Aber auch an sich besitzt ein polarisirter Körper Energie; wir 
setzen ihre Dichte, welche natürlich nur Function der Polarisation s 
sein kann, gleich F(s) Ferner fanden wir in $ 25 für die Energie 
eines elektrischen Feldes im Vacuum: 


$ = e 
AUDIT fen 


zwei üquivalente Gleichungen, aus denen unmittelbar die neue 


// S oe- NG ET (ef) ſa u [far 


folgt. Auf Dielektriken können wir natürlich keine dieser drei 
Gleichungen ohne Weiteres übertragen, sie würden auch alle drei 
verschiedene Werthe für ® liefern; es ist vielmehr eine nur durch 
den Vergleich mit der Erfahrung zu beweisende Behauptung, dafs 
man die Energie richtig berechnet, wenn man zu dem letzten Aus- 
druck den soeben gedeuteten Summanden 


S+ mõ + n GE) + FO] ande 


hinzufügt; so entsteht die Gleichung: 


W = e Ka Aal refl + FO 


SÉ do do 320 ] SSES de f 
69 + GE) + + 57 zdydx + ds ꝙ e. 
Aus dem Energieprineip folgt, dafs ein Zustand, in welchem 


die potentielle Energie ein Minimum ist, ein Gleichgewichtszustand ist. 
Denn zu einer Aenderung ist dann eine Vermehrung der Energie 


und 


(202) 


3 


$ 52 DIELEKTRICA UND TEMPORÄR MAGNETISCHE KÖRPER. 269 


nothwendig, welche nicht ohne einen Eingriff von Aufsen in das 
System hineingelangen kann. Erfahrungsgemäfs giebt es nur einen 
Gleichgewichtszustand im elektrischen Felde, also muls in ihm W 
seinen kleinsten Werth haben, d. h. es muls d W = 0 sein, wenn man 
die Polarisationscomponenten /, m, n varürt. Dabei sind die von 
der Polarisation unabhängigen wahren Ladungen, d. h. e und e, als 
constant zu betrachten, dagegen nicht die Potentialfunction ꝙ, welche 
ja nach (200) und (201) von der Polarisation abhängt. Nun hat aber 
die Gleichung (202) die bemerkenswerthe Eigenschaft, dals, wenn man 
p allein varürt, nach (201) und (200) 


ò W See 
RE 


1 1752 där _ p där _ Gu ddp 


is EEE M E E d ` 
a (d d d * ) veyas 


= On 
— d 
E 1 9 0 4 4% o fe vd 


1 % , Gel. 
+ ff 5 — 6 + 0 le 6. „ 34% loan o 


ist. Variirt man also “, m, n um unendlich kleine Gröfsen, so kann 
man zur Berechnung von SW auch ꝙ als constant betrachten und 
findet 80 


ðp d ðs ðp , dF Oe 
ER Uz tir 87 BER ES + de ðm 
dF ð 
+ dn Far 3 EA d d da. 
Dieser Ausdruck verschwindet nur dann für alle möglichen Func- 
tionen, welche man für öl, Im, on wählen kann, wenn die Coeffi- 
cienten von öl, om, ðn einzeln verschwinden, d. h. wenn 
BL dF ðs 2 
"u d 5 des 


Ge dF m 
nu ds s 
Ôp aF n 
u ae ar 


E l 
ist. Denn aus s? = 12 . m? + n? folgt SE wi etc. 
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Diese Gleichungen enthalten den gesuchten Zusammenhang 
zwischen der Polarisation und der Feldstärke, wenn die Function 
F(s) bekannt ist. Die Erfahrung zeigt nun, dafs sie für kleine 
Werthe von s zu s? proportional ist. Für grofse Werthe wächst sie 
freilich bedeutend schneller, bis die obere Grenze für s erreicht ist. 
Bei magnetisirbaren Körpern ist diese durch den sogenannten Sätti- 
gungswerth gegeben, über den keine noch so bedeutende Vergrölserung 
der Feldstärke die Magnetisirung hinaus bringt; im Gebiet der 
Elektrieität aber wird jeder Körper bei genügend hoher Feldstärke 
leitend, und es treten Erscheinungen auf, die sich dem Rahmen der 
vorgetragenen Theorie nicht mehr anpassen lassen. Wir beschränken 
uns im Folgenden auf den Ansatz 


A 
710 55 
und haben dann 


0 
69 


NO 
n=- k 12, 


und analog für einen magnetisirbaren Körper 


1223 mL 
Ee (203 a) 
D 9 


Co 
VE N 


zu setzen. k und x, die Dielektrisirungs- und die Magnetisirungs- 
zahl, sind die Substanz charakterisirende Constanten von der Dimen- 
sion einer reinen Zahl, da nach (201a) und (193b) X und i, L und å 
von derselben Dimension sind. Eist stets positiv, x kann auch — 
bei den diamagnetischen Körpern — negativ sein. Sehr grolse 
positive Werthe erreicht & in den Metallen der Eisengruppe, vor 
allem im Eisen selbst. Doch treten bei diesen die Sättigungserschei- 
nungen und die Coercitivkraft so hervor, dafs die vorgetragene Theorie 
nur in roher Annäherung für sie Gültigkeit beanspruchen kann. 
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Mit Hülfe von (203) folgt aus (201a) die Gleichung 
1179 
16 ld (CA + GE 1) 
d P 
+ La (a 4 0% 8, 


welche im homogenen Körper übergeht in 


1＋ 4 & ðY öz l+4nk 
4 ( 37 „ 4) —— l 4% „ ie 


A 
während an Unstetigkeitsflächen 


Zu +4ak)&, + (1+ 42 C, 
gel 41h . f 40 Er 


gilt. Zieht man die Gleichung (201) zum Vergleich heran, so sieht 
man hieraus, daſs im homogenen Dielektricum nur dort freie Ladung 
sitzt, wo sich auch wahre befindet, und zwar ist das Verhältniss 
ihrer Dichten 

DN 1 


8 I+4nk 


Wo die Constante k ihren Werth stetig oder sprunghaft ändert, 
treten hingegen freie Ladungen unabhängig von wahren auf; denn 
im Allgemeinen ist: 


g 1 Kl Kl Ok 
= Trank | Rt 6% sl 


(205) 
Ele Eh Al + C. % l. 

Ferner folgt aus (204), dafs die Richtung der elektrischen Kraft 
an Unstetigkeitsflächen eine sprungweise Aenderung oder, anders aus- 
gedrückt, die Kraftlinie eine Brechung erleidet, deren Gesetze wir 
für von wahrer Ladung freie Oberflächen jetzt aufstellen wollen. 
Die z-Axe legen wir zu diesem Zweck senkrecht zu dem zu be- 
trachtenden Flächenelement. Die Stetigkeit der Tangentialcompo- 
nenten drückt sich dann aus in den Gleichungen: 

Y = Ta, Z= 4%; 
dreht man das Coordinatenkreuz um die z-Axe so, dals Z, ver- 
schwindet, so gilt dies auch von Z,; auf beiden Seiten der Fläche 
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liegt dann die Kraftlinie in der Ebene, d. h. wenn man die Be- 
griffe der Einfalls- und Brechungsebene aus der Optik übernimmt: 
Die Einfalls- und die Brechungsebene der Kraftlinie fallen zu- 
sammen. Der Einfalls-- und der Brechungswinkel 9, und 9, sind 
nun aber durch die Gleichungen 


d d 
d. = —, Pa 
tg i 1 X, tg * 
bestimmt und nach (204) ist, da E, = — X, E, = X, 


„ — (1+ 4ak) A, = 0 
tg 0: tg 01 = (1 + 4 k): (1 ＋ 4 Ki). (206) 


also 


Die in diesen Gleichungen auftretende Körperconstante 1 -+ 4 k 
nennt man die Dielektricitätsconstante, während die entsprechende 
magnetische Grölse 1 ＋ An als magnetische Permeabilität be- 
zeichnet wird. Die Tangenten des Einfalls- und Brechungswinkels 
verhalten sich also wie die Dielektricitätsconstanten, resp. wie die 
Permeabilitäten. 

Lälst man die Constante k eines homogenen Körpers über alle 
Grenzen wachsen, so muls nach (204) für sein Inneres 


und an seiner Oberfläche 2: zu Null abnehmen, so dafs auch das 
i 


das über Volumen erstreckte Integral [siehe Gleichung (83) 


LIST: Gë Gë enz 
=- [fürp 9 Eee 


verschwindet. Daraus folgt aber die für leitende Körper charakte- 
ristische Gleichung 
p = const. 


Ein leitender Körper läfst sich also in elektrostatischen Rechnungen 
als Dielectrikum mit unendlich groſsem * behandeln. Darin liegt 
aber keineswegs eine Erkenntniſs über die Natur des elektrischen 
Leitvermögens, vielmehr würde diese für die Elektrostatik gültige 
Rechnungsregel auf anderen Gebieten der Elektrieitätslehre zu 
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falschen Resultaten führen. Auch ist die auf einem Leiter im 
elektrischen Feld influenzirte Flächenbelegung eine wahre Ladung, 
während auf einem Dielektricum durch Influenz nur scheinbare 
Ladung hervorgerufen werden kann. 

Auf diesen Umstand und die Analogie zwischen elektrischen 
und magnetischen statischen Erscheinungen ist es zurückzuführen, 
dafs stark magnetisirbare Substanzen, d. h. solche, bei denen & grols 
ist, Hohlräume in ihrem Inneren ähnlich, wenngleich nie vollkommen, 
gegen magnetische Störungen schützen, wie Leiter elektrostatische 
Einflüsse abschirmen. 


S 53. Kugel und Ellipsoid aus magnetisirbarer Substanz im 
homogenen Feld. 


Ein homogenes magnetisches Feld, d. h. ein solches, in welchem 
die Kraft nach Richtung und Gröſse constant ist, wird durch eine 
in den Coordinaten lineare Potentialfunction dargestellt; bei ge- 
eigneter Wahl der »-Richtung also durch 


gz AE, 


wo A eine Constante ist. Bringen wir die Kugel vom Radius R 
hinein, so superponirt sich hierzu die Potentialfunction der auf ihr 
influenzirten scheinbaren Ladung; wir wollen zeigen, dafs wir die 
Constanten B und © so wählen können, dals der Ansatz 


gu 45 DÄ aufserhalb der Kugel 


p= OË innerhalb der Kugel 


das Problem löst. Dabei soll der Anfangspunkt des Coordinaten- 
systems im Kugelmittelpunkt liegen, und 


Well (d Ne d 
sein. Die Forderungen, denen wir zu genügen haben, sind: 
Ap = 0 im ganzen Raum, 


p an der Kugelfläche stetig, 
(1＋ 421 E — (1+ 4510925 = 0 an der Kugelfläche; 


denn diese soll keine wahre Ladung tragen [siehe ron. 
H. v. Hetwnotrz, Theoret. Physik, Bd. IV. 
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Der ersten dieser Bedingungen ist durch die Functionen g und 

1 

pe; 

75 KE 
genügt, also auch durch p, und p, unabhängig von den Constanten 
B und ©. Dagegen giebt die zweite eine Bestimmung für diese, 
nämlich 


FU Er un E E 
$ me? 


und bringt man unseren Ansatz in die Form 
V d'eng d + =) cos (r, æ) 
% = Or cos (r, ), 
so sieht man, dafs die dritte Bedingung 
(I＋ 4A N [a+ Ss) = (1+4n%)C 


verlangt. Es muls demnach 


gewählt werden. 
Verstehen wir unter r nicht wie bisher den Abstand /F 7? -+ = 
vom Mittelpunkt der Kugel, sondern die Entfernung 
VE- +u- ite- ER 
so kann man dem von der Kugel herrührenden Antheil in p,, nämlich 


B (Š), die Form 


2 
m 
KE * O, y=0, ı=0 


geben. Der Vergleich mit (190a) lehrt dann, dafs die Kugel in 
ihrer Wirkung nach Aufsen einem Dipol vom Moment B äquivalent 


B 
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ist; letzteres nimmt proportional mit dem Volumen ** R? der Kugel 


zu. Ist sie stärker magnetisirbar als ihre Umgebung (x; > xa)? 
so ist Së 0, das Moment hat dann dieselbe Richtung wie die er- 


regende magnetische Kraft L= — A; ferner ist dann 


8 4 
l+4nx2,<1i+ D 4 E 
also |O|< |A|; d.h. das Feld im Inneren ist schwächer als das 
ursprüngliche. Ist hingegen x, > x,, so gilt das Gegentheil. Lassen 
wir x, über alle Grenzen wachsen, so wird 


B=-RA, 0=0; 


o, 481-2), 9. = 0. 


Die letzte dieser Gleichungen zeigt, daſs man, wie nach der Schlufs- 
bemerkung in $52 zu erwarten ist, durch diesen Grenzübergang 
die Frage nach dem Gleichgewicht der Elektricitüt auf einer leiten- 
den, in ein ursprünglich homogenes Feld gebrachten Kugel beant- 
wortet. 

Gelten die Gleichungen (203) für das Material, aus dem die 
Kugel besteht, nicht, so ist das Verhältnifs x, von Magnetisirung 
und Feldstärke im Gegensatz zu unserer Annahme eine Function 
der letzteren, bei remanentem Magnetismus nicht einmal eine ein- 
deutige. Trotzdem bleibt unsere Lösung gültig; denn wir brauchen 
nur räumliche Constanz von & vorauszusetzen, und diese ist hier 
vorhanden, weil in der Kugel das Feld homogen ist. 

Um die entsprechende Aufgabe für das Rotationsellipsoid zu 
ösen, dessen Rotationsaxe, welche die längere der beiden Axen des 
Ellipsoids sein soll, in der Richtung des ursprünglich homogenen 
magnetischen Feldes liegt, stellen wir zunächst aus $ 45a das Er- 
forderliche über elliptische Coordinaten zusammen. Der Uebergang 
von rechtwinkligen Coordinaten zu ihnen geschieht durch die Sub- 
stitutionen [vgl. Gleichung (176a)]: 

F ar 


n = aY(o?— DU — t°) cos d (207) 


E = aYlo?— DU — 1)sin d, 
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aus denen man durch Elimination von je zwei der Coordinaten o, r, d 
die Gleichungen 


* B. . 1 
a? o? a? (0? — 1) Ze 
g? 1 1 C5 
e N 
8 
9 


hervorgehen. Die Flächen o = const > 1 sind also Ellipsoide, deren 
numerische Excentrität d ist; r = const, und zwar -1<r<+1, 


ist die Gleichung eines zweischaligen Hyperboloids, dessen beide 
Hälften der ersten der Gleichungen (207) zufolge durch das verschie- 
dene Vorzeichen von z unterschieden sind; und d = const (0 < 9 < 2 n) 
giebt eine durch die a-Axe gehende Ebene an. Andere Werthe von 
o, t, d als die in den angegebenen Bereichen liegenden zuzulasen, 
hat keinen Zweck, da man dabei keine anderen Flächen findet, als 
die schon angeführten. Die Oberfläche des magnetisirten Ellipsoids 
soll durch den Werth og = ausgezeichnet sein. 

Ganz wie bei der Kugel wollen wir zeigen, dals wir durch ge- 
eignete Wahl der Constanten B und 0 den Ansatz 


o-+1 aulserhalb des 
EIER. B(2 eine ) 2 Ellipsoids o = og (208) 


o—1 
pı = (Cor innerhalb des Ellipsoids o = o 


den Grenzbedingungen anpassen können. 
A 
49 A TE 


ist hier die Potentialfunction des erregenden Feldes, während 
B(2— alog — Je den Antheil des Ellipsoides an dem äufseren 
Felde milst. Dafs der letztere Ansatz der Differentialgleichung 
4% = 0 genügt, ist schon in $ 45a gezeigt worden. Denn Glei- 
chung (178b) läfst sich ohne Weiteres in die Form kleiden: 


T o+l 
-z= 2 1 
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Von den Grenzbedingungenffordert die eine die Stetigkeit von ꝙ, 
d. h. es muſs an der Fläche = 


> BEN EINER 
ae) T ES 
sein. Die andere sagt aus, dals die Grenze keine wahre Ladung 
trägt, d. h. dafs 


ö H 
4 ＋ 40 gel Hana) =O, (209a) 


wo n beide Mal als vom Innern des Ellipsoids in’s Aeufsere weisend 


2 und Ip zu berechnen zeigen wir zu- 


angenommen ist. Um 
n on 


nächst, dals 5 3 ðn ðt 
Ön ðn D ôn In Im: — WER 

Sen Set ge Tä ës 

ðn ðn Op On ðn ën 58 0 

aer 36 56 + % 08 dN 88 

man hier die sich aus (207) und (207a) 


ist. Dies zeigt sich, wenn $ ; 
etenden Differentialquotienten einsetzt; 


ergebenden Werthe der auftr 
es ist nämlich 


On I  —- „ar |)" 
Dr „Bear Wee 


H — 
PCC 


3 OB. 

ðn / 1— 1 8 Ves ii ës 
F er a cos d 1 7 28 a (o? — DUDU — 1) sin 9 
ÖL vl, 0 aVe — UI — leng. 


rar Ta 5 
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§ 58 


Demnach liegt dn in der Schnittlinie der Flächen r = const und 


d = const, und es ist 


Op, _ IPa ZZ 4 5 25 
OT — 


On de dn 1 9 1 
d, _ d, de do 
e e de T 


Die zweite Oberflächenbedingung (209a) fordert also 
o he 1 


, 


| 
(1+ 404 2 —1 


— log ` 


Durch (209) und (209 b) sind die Constanten B und Ọ bestimmt. 


1) 


21) = (C(1+4nx). (209 b) 


Durch Elimination von O findet man eine Gleichung für B allein, 
der man durch Multiplication mit dem Volumen des Ellipsoids 


E e Zë ae? — 1) 
(denn ao’ und a / — 1 sind die Halbaxen) die Gestalt 
—(xi— * A = — 5 Bafi +4nx) ＋ 4A * do- log”; 


geben kann; oder da 


6 o+1 o 1 sl 
2 06 = 5 flog 14 2 bg (1 a 


1 1 1 
TEENEI pN Doch DE 
ist: 


A 
— . — a) Lé 


2 2 


25 
eg et AHS B- 5.5.03 Te 


c41 


J 


11 


(2090 


Diese Gleichung ist nun leicht zu deuten. In unendlich groſser 
Entfernung vom Ellipsoid wird nach (207 a) e = , da für diesen 


Werth das Ellipsoid 
„ 
ai al a(o? — 1 

in die unendlich ferne Kugel 


VERFFE = a0 
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übergeht. ao ist dort der Abstand vom Nullpunkt, während aus 
der Gleichung 

ZB asg 
hervorgeht, dafs r der Cosinus des Neigungswinkels zwischen dem 
Abstand und der x-Axe ist. Ferner wird für ¢ = nach der an- 
gegebenen Reihenentwicklung der vom magnetisirten Ellipsoid her- 
rührende Antheil von p, 


gek VR 2 et 
B|2 — olog „1 rano Km A zs zb 
Denkt man an die Bedeutung von ag und r und zieht (190b) zum 
Vergleich heran, so erkennt man, dals — 3 Ba? das magnetische 


Moment des Ellipsoids ist, (209c) sagt demnach aus, dafs bei 


gleichem Volumen V und gleicher Stärke — £ des erregenden 
Feldes das Moment des Ellipsoids um so grölser ist, je grölser seine 


numerische Excentricität 5 ist. Der einer Kugel entsprechende 


Werth 7 = (0 ist am ungünstigsten. 


Für abgeplattete Ellipsoide, deren Magnetisirung mit Hülfe der 
Potentialfunction (174b) auf S. 220 berechnet werden könnte, sind 
die Momente noch kleiner als für die Kugel. 

Aus denselben Gründen wie bei der Kugel bleibt unsere Lösung 
auch dann gültig, wenn im Ellipsoid das Verhältnifs von Magneti- 
sirung und Feldstärke nicht constant, sondern Function der letzteren 
ist; für & = oo wird nach (209b), (209a) und (208) 


02 0 9. = H 


pe=Aar+Bl2- alog + 


| 


Diese Gleichungen beantworten die Frage nach dem Gleichgewicht 
der Elektrieität auf dem leitenden Ellipsoid in einem ursprünglich 
homogenen elektrischen Felde. 


854. Die Energie statischer elektrischer und magnetischer 
Felder. Der elektrische Condensator, 


Aus der Bedingung, dals W im Gleichgewicht ein Minimum 
sein muls, leiteten wir in § 52 die Gleichgewichtsbedingungen (203) 
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her. Wir berechnen jetzt vermöge dieser Beziehungen seinen 
Minimalwerth. Zu diesem Zweck setzen wir in (202) 


a 1 


TET 


* ＋ m? + n’) 


und ersetzen !, m, n nach (208) durch die Differentialquotienten 
von / So entsteht die Gleichung: 


T SC | 210) 
- f 0 IR TT 0320 + E + (22) lr an d. 


Das dritte hier auftretende Integral formen wir nun durch partielle 
Integration um; ein Oberflächenintegral über die unendlich ferne 
Begrenzung des elektrischen Feldes tritt wegen des Verhaltens von p 
im Unendlichen dabei nicht auf; wohl aber müssen die im Endlichen 
gelegenen Unstetigkeitsflächen berücksichtigt werden. Man findet 
50, wenn man noch die Gleichungen (204) hinzuzieht: 


del, GE) Jesar- 


Aaen (nf 


Ou 
ð „op 
5 (a d 4550 92) dz dy dz 


= Sala ziel ＋ ( 40 8 


2 / Men Dec f 


setat man dies in ( 


beiden einander 10 210) ein, so erhält man für die Energie die 


uivalenten Formeln 
W 1 
/ Yve u- 210 


1 
Set sell +4) (X? + Y2 4 Zädeduds, (210b) 


und 
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Gleichung (210a) ist die unmittelbare Uebertragung von (187) 
auf den allgemeineren Fall der Anwesenheit polarisirbaren Körper; 
es kommt auch dann nur darauf an, auf welchem Potential die 
wahren Ladungen sind. Dagegen ist Gleichung (210b) die Ver- 
allgemeinerung von (187a), desjenigen Energieausdrucks, welcher der 
Farapay-MAxwerv'schen Anschauungsweise näher liegt; sie vertheilt 
die Energie auf das ganze Kraftfeld mit der Dichte 


1＋ 42K „5, 


Oiieänt Dt Di e e 


1 

8a 
während in (210a) der Ort wahrer Ladungen als Sitz der Energie 
erscheint, 

Die Gleichungen (201) und (204) für die Flächendichte ver- 
einfachen sich an der Grenze leitender Körper, in welchen o = const 
ist, zu 
Op 
On, 


1 
6 = — gp (l t 4n ka) = (1 + 4n kaje’. 
Taucht man also ein System geladener Conductoren aus Luft 
in ein homogenes, praktisch unendlich ausgedehntes, polarisirbares 
‚Dielektricum, so nehmen alle Werthe der Potentialfunction p im 


Verhältnils 
1 


e? 
e Trink 

ab; denn bestimmt sich dann nach (199) und (200) aus der freien 
Ladung genau so, wie vorher aus der wahren. Aus (210a) oder 
(210b) folgt, dafs dann die Energie W und ebenso die ihr unter 
sonst gleichen Umständen proportionalen ponderomotorischen Kräfte 
in demselben Verhältnifs abnehmen. Vergrölsert man nun aber die 
Ladungen im Verhältnifs (1 +4 k):1, so dafs ꝙ seinen alten Werth 
wieder annimmt, so ertheilt man der Energie den (1 + 4% k)fachen 
Betrag der ursprünglichen; dasselbe gilt von den ponderomoto- 
rischen Kräften. Vergröfsert man sie dagegen nur im Verhältnifs 
AA hl, so nimmt W den Anfangswerth an. 

Sind P, und P, die Potentiale, auf denen sich die beiden mit 
den entgegengesetzt gleichen Elektricitätsmengen +e geladenen 
Belegungen eines elektrischen Condensators befinden, so ist nach 
(210a) die Energie 

B= ye(?, — ). 


Nun hüngt aber die Potentialfunction mit den Ladungen stets linear 
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zusammen, wie z. B. aus den Gleichungen (204) hervorgeht; es mufs 
also eine Beziehung 

N 5 
bestehen, wo O eine nur von der Form und dem Material der 
Umgebung der Condensatorbelegungen abhängige Constante, die 
Capacität des Condensators, bedeutet. Eliminirt man aus der Glei- 
chung für W entweder die Ladung oder die Potentialdifferenz, so 
findet man 

B =L 0P SP EA Lë 
2 A $ 2 0 

Wie W bei constanten Potentialwerthen, ist dem ersten Theil dieser 
Doppelgleichung zufolge © proportional zur Dielektricitätsconstanten 
des die Belegungen umgebenden Dielektricums; dasselbe folgt 
aus ihrem zweiten Theil, da % bei constanter Ladung zur Di- 
elektrieitätsconstanten umgekehrt proportional ist. Dabei ist es 
praktisch vollkommen ausreichend, wenn das Dielektricum den 
Zwischenraum der Belegungen erfüllt; denn in ihm sitzt das elektrische 
Feld fast ausschliefslich (vgl. § 47) Der Dimension nach ist die 
Capaeität der Quotient aus einer Elektrieitätsmenge und einer 
Potentialfunction; die letztere unterscheidet sich aber von der Elek- 
tricitütsmenge in der Dimension durch den Faktor Le, wie man am 


einfachsten an der Potentialfunction KR der Punktladung e sieht, 


also ist 
Ges DI. 

Man sieht es der Gleichung (210a) unmittelbar an, dafs sie für 
das von permanenten Magneten erregte magnetische Feld nicht 
gelten kann; denn da wahrer Maghetismus nicht existirt, so mülste 
man aus ihr W=0 schlielsen. In der That sind ja auch die 
Gleichgewichtsbedingungen (203) zu ihrer Ableitung verwandt worden, 
während ihre magnetischen Analoga (203a) in Körpern, deren Mag- 
netisirung von Aulseren Einflüssen unabhängig ist, nicht gelten. Wir 
müssen defshalb auf die allgemeingültige Gleichung (202) zurück- 
greifen, welche auf das Gebiet des Magnetismus übertragen 


e fff f -e 


AE fl 
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lautet, und dürfen hier den Ansatz 


g? 


Plo) = -57 


1 2 2 2 
= 27 és héil 
und die Gleichungen (203a) nur für den Theil des Raumes verwenden, 
welcher von permanenter Magnetisirung frei ist. Zeichnen wir diesen 
Theil durch den Index 1, das von permanenten Magneten eingenom- 
mene Volumen aber durch den Index 2 aus, so finden wir 


Bu) fariant) + (5) + DÉI besen 
Jh, en 
( (7) „(%) Jar anus. 
Hier ist das Integral 
SJ) Fio)dzdydz 


eine unveränderliche Gröfse. Alle Energiewerthe lassen sich aber 
nur bis auf eine Constante definiren, denn die einem System ent- 
zogene oder zugeführte Arbeit wird durch die Differenz der Energie 
im Anfangs- und Endzustand gemessen; und wenn man, wie bei der 
kinetischen Energie, einmal über diese Constante eine bestimmte 
Verfügung trifft, so geschieht es nur aus Zweckmälsigkeitsgründen. 
Defshalb dürfen wir das genannte Integral ohne Weiteres fortlassen. 
Ferner ist die Constante x für permanente Magnete bisher nicht 
definirt. Treffen wir nun die Bestimmung, dafs wir ihr dort den 
Werth 0 geben wollen, so können wir 


elle are ch + (52) + (S2)’]azavaz, 
-SSS (GDH ET, (Shana 
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setzen, wo die Integration wieder über den ganzen Raum zu 
erstrecken ist. Jetzt führen wir an dem letzteren Integral dieselbe 
partielle Integration durch, wie am Anfang dieses Paragraphen, und 
berücksichtigen, dafs wegen (204) und (193) und nach unserer Fest- 
setzung «= 0 im permanenten Magneten 


1.40 ð p ð KE: ð Op | 
= 0 aulserhalb der permanenten Magnete 


= = dyo=-— 1 w in den permanenten Magneten, 


dafs ferner an der Grenze temporär magnetisirter Körper nach (204) 
SL. A do ô p 
52 ß + In KOR E = 0 


ist, Dagegen nimmt der letztere Ausdruck an der Grenze eines 
permanenten Magneten, dessen innere Normale n, ist, die Form 


1 do Op 
sel t 4560 3, . Ja. 


an; aus dem magnetischen Analogon zu (201a), 

AfL ap öp 
cr (- Om, + dee, + (- In. -+ 45 6% =0, 
folgt aber, dafs 


Zë öp do 
* Im T gt gi 3 


der Theil der Dichte der freien Ladung m’ ist, welcher allein von 
der Magnetisirung des permanenten Magneten herrührt. Also ist 


aJJ fo ＋ 4 IER E E dzdydz | 


1 (211a) 
"sl ff frwaravar + Dass | 
und nach (211) ? R 
CHE 
J D Se + 197 Aal dæ dy da 
(211b) 


1 
-g| [S foriziyazs ffaspn]; 
2 2 
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Der Index 2 an dem Flächenintegral ist so zu verstehen, dafs nur 
der von permanenten Magneten herrührende Theil von m’ einzusetzen 
ist. Schlielslich formen wir auch noch das erste der hier auftretenden 
Integrale durch partielle Integration um; es ist nach (193) und (193a) 


92 9 5% 
UE * 44 5% + 670 d dj dx 
. di % On 
SIS o G> 0% + p) aur - ff ipon 
= Jf e Haran DATEN 
2 2 


so dals für W nach (211b) die beiden äquivalenten Gleichungen: 


B= / yu DIE yu 2110 
2 2 


und [siehe (21 1a) 


P = se +4nx)(L? + M? d d da (211d) 


entstehen. (211c)entspricht der Gleichung (210a); die Rolle der wahren 
Elektrieität spielt hier der scheinbare Magnetismus, soweit er per- 
manenten Magneten angehört. (211d) vertheilt dagegen, den FARADAY- 
Maxweur’schen Anschauungen entsprechend, die Energie mit der 
Dichte 

1＋ 42 K* 


g ( N’) 


auf das ganze Kraftfeld. Es äufsert sich in der Analogie von (210b) 
und (211d) wieder einmal der Parallelismus der elektrischen und 
magnetischen Erscheinungen. 


8 55. Die ponderomotorischen Kräfte. 


Solange wir in der Elektrostatik nur mit Conductoren im leeren 
Raum zu thun hatten, konnten wir (siehe 8 48) beweisen, dafs die 
Arbeit gegen die ponderomotorischen Kräfte gleich der Zunahme 
der Energie ist, wie es das Energieprincip verlangt; denn wir 
kannten den Betrag der ponderomotorischen Kraft. In der Theorie 
der Dielektrica kennen wir ihn nicht; wir müssen vielmehr den um- 
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gekehrten Weg einschlagen, indem wir ihn aus dem Energieausdruck 
mit Hülfe des Energieprincips ermitteln. Der Vergleich des Ergeb- 
nisses mit der Erfahrung rechtfertigt den ohne Beweis angegebenen 
Ausdruck (202). Obwohl die Resultate für das elektrische und das 
magnetische Kraftfeld übereinstimmen, erfordern diese doch etwas 
verschiedene Behandlung, so dals wir zunächst nur von dem elek- 
trischen Feld sprechen wollen. 

Da es sich um Gleichgewichtszustände handelt, können wir von 
der Gleichung (210) 


fee) ++ (ee Lean 


ausgehen, welche im Gegensatz zu (210a) und (210b) die Eigen- 
thümlichkeit mit (202) gemein hat, dafs 0 W = 0 ist, wenn man bei 
constanten Ladungen o unendlich wenig variirt. In der That ist dann 


W IT og (DIE 


Gë Gu ððp , ðp ððp . Go ang) 
SS Ja a ty Ou ＋ d "ës a 


es A. 105 ( U 450.2 20 ( 40.3% 
(40.970 fler dyaz 


+ [[asople + EE S 


und dies verschwindet nach (204). Wir ziehen aus diesem Umstand 
auf ähnliche Weise Vortheil, wie in 8 52; wenn wir im Folgenden 
die Veränderung von W durch eine unendlich kleine Verschiebung 
berechnen, so verfahren wir so, als bliebe o davon unberührt; dafs 
sich ꝙ thatsächlich ändert, macht ja nichts aus. Eine weitere be- 
deutende Vereinfachung erreichen wir, wenn wir von dem Princip 
der stetigen Uebergänge Gebrauch machen und alle Flächen- 
belegungen als Raumladungen von grofser Dichte betrachten; dann 
fallen alle Flächenintegrale fort und wir haben 
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-T. erf GI leur in 


zu setzen. 


Für den Magnetismus können wir die entsprechende Gleichung 
finden, wenn wir die Gleichung (211 ei mit 2 multiplieiren und (211d) 
von ihr subtrahiren. Machen wir dann auch von dem Princip der 
stetigen Uebergünge Gebrauch, so finden wir 


8 = |f y Acura 
~az) Sorano (GE) + (GE) + Dien 


Variirt man hier p bei constantem u’, so folgt, da in permanenten 
Magneten x nach der Festsetzung im vorigen Paragraphen 0 ist, 
nach (193) und (204) 


0 W / Mosa AA uud. 
2 


1 0 Kb ð Kb 
+ Fall pel Di 1＋ 4400 9¹ +, 6 + 4200 % 
1 


ô o 
+5 (a end Sege =0. 


(212a) 


(Die Berücksichtigung von Flächenintegralen würde hieran nichts 
ändern, aber ähnlich wie am Schlufs des letzten Paragraphen eine 
längere Discussion erfordern.) (212a) hat also dieselbe Eigenthüm- 
lichkeit wie (212) und unterscheidet sich von letzterer Gleichung nur 
dadurch, dafs der freie Magnetismus der permanenten Magnete die 
wahre Elektricität vertritt, Daher können wir von jetzt an das 
elektrische und das magnetische Problem zugleich behandeln, wenn 
wir auch die Bezeichnungen dem ersteren anpassen. 

Sind da, ðb, ðc die Componenten der unendlich kleinen Ver- 
schiebung im Raumpunkte æ, y, x, so rückt dabei in diesen der 
materielle Punkt, welcher vorher die Coordinaten & — da, y db, 
* — de besals. Dementsprechend wäre 

d E 6 „ , Ok 50 
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die Veränderung von k im Punkte *, y, x, wenn sich der Werth 
von * nicht auch in einem und demselben materiellen Punkte ändern 
könnte. Dies wird aber dann im Allgemeinen eintreten, wenn die 
Verrückung mit Deformation verbunden ist. Die allgemeinste Defor- 
mation ist (siehe Band II dieser Vorlesungen, $ 14) die Superposition 
zweier Scheerungen und einer Dehnung; wir berücksichtigen aber nur 
die letztere, da bei Flüssigkeiten und Gasen die Scheerungen die 
physikalischen Eigenschaften nicht beeinflussen und feste Körper beim 
vorliegenden Problem ohnehin meist als starr zu betrachten sind. 
Dann haben wir die Aenderung von * in demselben materiellen Punkte 
als proportional zu der specifischen Vergröfserung des materiellen 
Volumelements dV 

ð'dV Goa Go ô ðc 

"dE e w l dm 
zu betrachten; bezeichnen wir den Proportionalitätsfactor mit — 0, 
so ist die Aenderung von „ im Punkte æ, nz 


Ok Ok Ok d o de 
dk äs at 6 0 de) — %% EM 


Aehnlich berechnet sich die Veränderung As der Raumdichte s. 
Im starren Körper wäre sie gleich 


Or Oe de 
en 6 ir 5g 00. 


(218) 


Dazu kommt im Allgemeinen noch die Aenderung durch Deformation. 
Das Gesetz von der Erhaltung des elektrischen Quantums verlangt, 
dals bei einem Nichtleiter die Ladung d V des materiellen Volum- 
elements dV constant bleibt; bezeichnet Air die Aenderung irgend 
einer Grölse f in demselben materiellen Punkte, so mufs demnach 


hd =a Vee an =V (0's A e = 0 
sein, woraus nach (213) 
ða Goh Ode 
EL Kee 
und 5, 
Ce 
5. dt (9 d 5% a + SÉ Al 7 
18 6 0 . 06 aus) Nen 
KÉ Ou dar 


folgt. Für die freie Ladung der permanenten Magnete gilt das 
Gesetz der Unzerstörbarkeit nicht, über das Verhalten von u’ bei 
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Deformation weils die Theorie nichts auszusagen. Wir müssen dels- 
halb im Folgenden voraussetzen, dafs die permanenten Magnete ohne 
Deformation verschoben werden; die Functionen da, ðb, dc von 
, y, % sind in ihnen daher nicht unabhängig von einander. 

Die Componenten der im Volumelement der du d angreifenden 
ponderomotorischen Kraft sollen x da dy da, Ydæ dd, 3 d dd 
sein. Das Energieprincip verlangt 


OW + [Sf ονꝰτ˙ Yd + Böc)dzaydz = 0. (215) 


W berechnen wir, indem wir in (212) bei constantem ꝙ für ĝe 
und ðk ihre Werthe nach (214) und (214a) einsetzen. Der von da 
abhängige Antheil an W beträgt 


D 
11 5 eg 
ec 


8 220 EZ e 


0 Ca 0 ) 
%) i PA > (3750 

Ein Flächenintegral tritt wegen der angenommenen Stetigkeit der 
Uebergünge, und weil die Verschiebung sich nicht bis in's Unendliche 
erstrecken soll, nicht auf; die beiden anderen Autheile haben die 


entsprechenden Formen. Da (215) für beliebige Functionen da, Ai, 
de erfüllt sein soll, mufs 


S dr dy dx. 


EECH 
GG OCH 
ee 
EE WE G) 
3 
ee 


H. v. Heısuortz, Thooret. Physik, Bd. IV. 19 
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Ponderomotorische Kräfte greifen also nicht nur am Sitz wahrer 
Elektrieität an, sondern auch dort, wo sich die Constante * räumlich 
ändert. In der That nimmt nach (212) W ab und die pondero- 
motorischen Kräfte leisten Arbeit, wenn durch die unendlich kleine 
Verrückung an den Orten gröfster Feldintensität E zunimmt; denn 
p kann man dabei als constant betrachten. Dorthin streben die 
ponderomotorischen Kräfte die Körper zu ziehen, welche stärker 
polarisirbar sind, als ihre Umgebung. 


Handelt es sich um das magnetische Feld, so müssen wir 
die Functionen da, ðb, de in den permanenten Magneten so wählen, 
dals sie keine Deformation ergeben. In Folge dessen lassen sich 
die Gleichungen (216) zwar ohne Einschränkung auf temporär 
magnetisirte Substanzen, auf permanente Magnete aber nur in- 
sofern übertragen, als sie die Arbeit bei Verschiebungen ohne 
Deformation richtig anzugeben gestatten. Da dort <= (0 und 
dementsprechend auch © = 0 ist, liefern sie: 


, d 
ee e 

‚oO 
9) =— u z 

, d 
32 — u T 


Es findet sich hier die in 88 49—51 stillschweigend gemachte Voraus- 
setzung bestätigt, dafs man sich die Orte freier magnetischer Ladungen 
als die Angriffspunkte der ponderemotorischen Kraft zu denken hat, 
wenn man den Magneten als starren Körper betrachtet. Die An- 
ziehung temporär magnetisirbarer Körper durch permanente Magnete 


beruht auf den Termen — Ee EZE GI, Eat etc. 


2 dr 


8 56. Die Maxwell’schen Spannungen, 


Die Gleichungen (216) lassen nun eine Umformung zu, welche 
für die Auffassung vom Wesen der elektrischen Erscheinungen 
äulserst wichtig ist. Vermöge (204) ist nämlich die Gleichung 
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el) 


ER Pa] 


18 ô p)’ Ge CT 
EE + tan (52) )+ ZA nen dy 
d 


eine Identität. Die erste der Gleichungen (216) lüfst sich also 
schreiben: 


ee- 


EEN d 
EH 


Für 9) und 3 gilt Entsprechendes. 

In dieser Gestalt erinnern die Gleichungen an bekannte Formeln 
aus der Theorie der deformirbaren Körper (siehe Band II dieser Vor- 
lesungen, $ 1801. In einem deformirten festen Körper herrschen 
Spannungen, deren neun Componenten 


3 
V., Y,» Y, 
Zi 2,» Z, 


durch die Forderung definirt werden, dafs irgend ein Volumelement d V 
des Körpers von ihnen eine Kraft erfährt, deren Componenten 


Xd/ =— ffas (X, cos (n, z) + X, cos (m,y) + X, cos ia, dl 
Yav =— D det. cos (ma) + Y, cos (n; y) + Y, cos (n, 2) 


347 = - [fas(z, cos (, ) + Z, cos (m,y) + Z, cos (u, a)) 
19* 
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sind; die Flächenintegrale sind für die Oberfläche von dV zu bilden. 
Der Satz von der Erhaltung der Flächenmomente legt ihnen noch 
die Bedingungen 

Kan 4, Be N,, X=Y, 


auf. Die Umformung nach dem Gaussschen Satz liefert unmittelbar 


die Beziehung 
2.00% ,0% 0x 
- 170 7 m 


ðY, or ðY, 
02,02 ,02 


Be Ger ger ge 


Diese Gestalt nehmen aber Gleichung (216a) und die ihr entsprechenden 
an, wenn man 


xX, le EK E: dëi ECH 
4520665) 

„- Wë, (% Gef 
(2) 5 (e ler), 

Z E 25 Bee ee Gei (217a) 

P w 0 H * 
el 
Y,= Z, = rent 95 Ge 


* 
I+4nköpögp 
An 0x dx 
(EE EE) 

n KC SE 


Z. N 


setzt. Die ponderomotorische Wirkung des elektrischen und des 
magnetischen Feldes läfst sich also auf Spannungen in den Di- 
elektriken und den magnetisirbaren Körpern zurückführen. Dies 
ist der Standpunkt der FanADAT-MaAXWELL'schen Theorie, welche 
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die unvermittelte Fernwirkung als unvorstellbar verwirft. In leitenden 
Körpern verschwinden die Spannungen wegen p = const. 

Jedes System von Spannungen läfst sich auf drei sogenannte 
Hauptspannungen reduciren, deren Richtungen auf einander senk- 
recht stehen. Diese sind dadurch gekennzeichnet, dafs, auf ein zu 
ihnen paralleles Axenkreuz bezogen, die Componenten 


Ke Z, 2. E X=Y, 


verschwinden. Unbestimmtheiten können nur entstehen, wenn zwei 
oder alle drei Hauptspannungen den gleichen Betrag haben. Nun 
giebt es im isotropen Körper im elektrischen Feld nur eine aus- 
gezeichnete Richtung, die der elektrischen Kraft; in ihr mufs die 
eine Hauptspannung liegen, während die beiden anderen in der zu 
ihr senkrechten Ebene beliebig angenommen werden können. That- 
sächlich gilt dies auch für Stellen, in denen die Isotropie dadurch 
gestört ist, dals sich die Constante k ändert; die Schnelligkeit der 
Aenderung hängt ja von der Richtung ab. Denn aus (217 a) folgt in 
allen Fällen, wenn man die æ-Axe der Kraft parallel legt 


x ala AE 


* Ha KÉ 
= l+4nk 0 0 
* (- Br el Ech (217 b) 
_( 1+4nk Ou (ð) 
ln 
T. 2, = 0, Z. X. 2 0, X, = L. = O. 
Da sich die Gleichungen (217) dann auf 
OR 0 Y 
= west 
Se CES 9 GË 


reduciren, bedeutet ein positiver Werth von X., Y, oder Z, einen 
Zug, ein negativer einen Druck, denn X weist von Orten niederen 
zu solchen höheren Werthes von X,. 

Nehmen wir zunächst einmal k als durch Dehnung unveränder- 
lich (© = 0) an, so herrscht in der Richtung der Kraftlinie ein der 
Energiedichte ren SE ©? gleicher Zug, senkrecht dazu ein Druck 
von demselben 9 Darüber lagert sich im De noch 


der nach allen Richtungen gleichmäfsige Druck oder Zug — He 
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Bei Gasen ist es ein Zug, da bei ihnen E mit wachsender Dichte 
zunimmt, © also positiv ist; diese Körper streben, sich an den Stellen 
stärkster Feldintensität zu verdichten, bis ihr mit wachsender Dichte 
steigender hydrostatischer Druck diesen Zug compensirt. Da hierbei k 
wächst, äufsert sich auch hierin das Streben der ponderomotorischen 
Kräfte, den Werth von k im stärksten Feld zu vergrölsern. 

Als incompressibel bezeichnet man eine Substanz, bei der die 
kleinste Verdichtung den Druck aufserordentlich steigert. Bei diesen 
ist das Glied mit © praktisch unwirksam. 

Wie im Vacuum oder einem anderen Medium, in welchem 
0 = 0 ist, diese Spannungen die vom Counomp’schen Gesetz ge- 
forderten Anziehungen und Abstofsungen hervorbringen, lälst sich 
anschaulich an dem Beispiel zweier geladener Kugeln zeigen. Sind 
die Ladungen entgegengesetzt gleich, so führen alle auftretenden 
Kraftlinien von der einen zur anderen, und die Spannungen in ihrer 
Längsrichtung setzen sich zu einer Anziehung zusammen; sind sie 
hingegen von gleichem Vorzeichen, so laufen die Kraftlinien neben 
einander her in's Unendliche und der quer zu ihnen wirkende Druck 
tritt in einer Abstolsung der Kugeln zu Tage. 

An der Oberfläche leitender Körper endigen die Kraftlinien 
und stehen senkrecht auf ihr; daher erleidet diese einen Zug nach 
Aulsen, dessen Stärke nach (217 b) und (204) den Betrag 


hat. Der zunächst auffüllige Factor } findet seine Erklärung durch 
die auch leicht quantitativ durchzuführende Ueberlegung, dafs die 
Feldstärke in der unendlich dünnen Schicht, welche die Flächen- 
belegung enthält, nicht constant ist, sondern von E, zu 0 abnimmt. 

Alles dies beweist natürlich nur die Zulässigkeit der FARADAY- 
Maxwerv'schen Anschauung; die Fernwirkungstheorie ist hierdurch 
nicht widerlegt. Nun kann man sich zwar den Zug in Richtung 
der Kraftlinien in der ponderablen Materie aus der Anziehung der 
polarisirten Molekeln erklären, welche sich in dieser Richtung ihre 
ungleichnamigen Pole zuwenden. Dagegen versagt diese Vorstellung 
bei dem Vacuum, das wir als durchaus continuirlich auffassen 
müssen. Es liegt daher der Versuch nahe, eine vermittelnde Theorie 
aufzustellen, welche an der Fernwirkung im Vacuum festhält, da- 
gegen die Vermittlung der Wirkung durch etwa im elektrischen Felde 
befindliche ponderable Materie zugiebt. Wir werden eine solche 
später noch genauer kennen lernen. Die Gleichungen für die 
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ponderomotorische Wirkung, welche dieser Idee Ausdruck verleihen, 
erhält man, wenn man zu den Formeln (216) die Identitäten 


dat leg GES e Ee 
e de (0 DÉI, (at) )) we 


2 dx 
addirt. Drückt man dann nach (203) die Componenten der Feld- 
stärke durch die der Polarisation aus und setzt nach (201) 
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1 à 
E 
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zu setzen ist, Die Glieder — # 25 etc. geben die im Vacuum 
Gd 


allein auftretende Fernwirkung, die anderen die vermöge der 


Spannungen X, etc, durch die Materie hindurch übertragene 
Wirkung an. 
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Alle Ausführungen dieses Paragraphen gelten für den Magne- 
tismus ebenso wie für die Elektricität; nur permanente Magnete 
sind ausgeschlossen. 


Zweiter Abschnitt. 
Stationäre elektrische Ströme. 


$ 57. Die Stromdichte 
und ihre Abhängigkeit von der elektrischen Kraft. 


In einem Leiter galt uns bisher die elektrische Feldstärke als 
verschwindend, ihre Potentialfunction also als constant. Dies ist 
nun thatsächlich nur bei chemisch und thermisch homogenen leitenden 
Körpern der Fall; jeder Unterschied der Temperatur oder der 
chemischen Beschaffenheit hat dagegen Potentialdifferenzen zwischen 
den Theilen eines Systems von Leitern zur Folge; z. B. sind die 
beiden Pole eines galvanischen Elements auf verschiedenem Potential. 
Stellt man zwischen ihnen noch eine andere leitende Verbindung 
her, so kann sich erfahrungsgemäls auch in dieser im Allgemeinen 
kein Potentialgleichgewicht herstellen; vielmehr treten in ihr elek- 
trische Kräfte auf, welche bei der Beweglichkeit der Elektricität 
im Leiter zur Folge haben müssen, dafs positive Elektrieität von 
Orten höheren nach solchen niederen Potentials oder negative in 
umgekehrter Richtung strömt, oder dals beides zugleich stattfindet. 
Die hier zu besprechenden Thatsachen lassen keine Entscheidung 
zwischen diesen drei Möglichkeiten zu; vielmehr läfst bei den 
Metallen nur das Haur’sche Phänomen), bei den Elektrolyten die 
chemischen Zersetzungen und Concentrationsänderungen einen Schluſs 
auf die Antheile der positiven und der negativen Elektricität am 
Strome zu. Wir können aber allen folgenden Erörterungen den 
Begriff der Stromdichte zu Grunde legen, für dessen Definition 
positive in der einen Richtung und negative in der anderen Rich- 
tung bewegte Elektrieität vollkommen äquivalent sind. Trotz dieses 
Elektrieitätsausgleichs ist der betrachtete Vorgang zeitlich un- 
veründerlich. Man spricht defshalb von einem stationären elektrischen 
Strom, indem man die Bezeichnungen „statisch“ und „stationär“ in 


1) Neuerdings auch die elektromagnetisch-thermischen Wechselwirkungen. 
Der Herausgeber. 
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der Elektrieitätslehre zu einer ähnlichen Unterscheidung verwendet, 
wie in der Dynamik. Statische Zustände sind in beiden Gebieten 
Gleichgewichtszustände, als stationär bezeichnet man dagegen zeit- 
lich unveränderliche Bewegungen. In der Elektrieitätstheorie kommt 
noch der Unterschied hinzu, dafs (siehe $ 61) stationäre Ströme 
nothwendiger Weise Energieumsetzungen herbeiführen, welche im 
elektrostatischen Felde gänzlich fehlen. 

Als Stromdichte definiren wir einen Vector von der Gröſse q 
und den Componenten u, v, w durch die Festsetzung, dafs 


dt de q, = dt ds (u cos (n, æ) + v cos (n, y) + w cos (n, a)) 


der Betrag der positiven Elektricität sein soll, welche im Sinne der 
Normalen n das Flächenelement ds in der Zeit dt passirt, vermehrt 
um den absoluten Betrag der negativen Elektricität, welche in der 
entgegengesetzten Richtung hindurchtritt. Diese Definition ist offen- 
bar der entsprechenden in der Hydrodynamik gebrauchten analog, 
nur mit dem Unterschied, dafs wir bei der ponderablen Materie 
negative Quanten nicht kennen. Trotz dieses Unterschiedes ist ganz 


wie in der Hydrodynamik das Integral uf fi ds d erstreckt über 


eine geschlossene Fläche (wofür der Strich über den Integralzeichen 
als Hinweis dienen soll), die in der Zeit dt erfolgte Zunahme der 
Gesammtladung des eingeschlossenen Raumes, da positive und nega- 
tive elektrische Quanten sich algebraisch addiren. Es spricht sich 
hierin aus, dafs wir die Elektrieität wie die Materie als unvermehr- 
bare und unverminderbare Substanz betrachten. Die Berechtigung 
dazu lüfst sich natürlich nur aus der Erfahrung herleiten. 


Dies Integral f fi dsq, ist überall da von Null verschieden, wo 


Ladungen entstehen oder, wie bei der Condensatorentladung, ver- 
schwinden. Bei allen stationären Vorgängen muls es aber Null sein. 
Aus der Gleichung 


IT = ffas (u cos (n,, æ) + v cos (, y) + w (COS , %)) = 0, (218) 


welche demnach für jede geschlossene Fläche gelten muls, fliefsen 
sogleich zwei wichtige Folgerungen: Formt man das Flächenintegral 
nach dem Gauss’schen Satz in ein Raumintegral um, so findet man 
für jeden beliebigen Raumtheil 


ĝu ôv Gw 
I da dj dæa = 0; 
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wühlt man ihn so klein, daſs man die stetige Function E -+ A 
da Oy Oe 

in ihm als constant ansehen kann, so folgt, dafs überall 
du ðv dw (2188) 


da t Oy t DaT 
sein muls. Wenden wir andererseits (218) auf die Oberfläche eines 


unendlich kleinen Cylinders an, dessen Höhe wiederum gegen die 
Querdimensionen seiner Grundflächen ds verschwindend klein ist, 


so reducirt sich das Integral d fi ds 9. auf —ds(q, + 9,), wenn M, 


und u, die von den beiden Flächen ds nach Aulsen gerichteten 
Normalen sind, und die genannte Gleichung verlangt, dals 


9, ＋ 4 0 (218b) 


ist. In Raumtheilen, in denen sich die physikalische Beschaffenheit 
stetig ändert, folgt dies schon aus der Stetigkeit von u, v, w; anders 
aber an Unstetigkeitsflächen; dort ist es eine für die Vertheilung 
der Strömung wesentliche Grenzbedingung. 

Fragen wir nun nach dem Zusammenhang zwischen der Strom- 
dichte und der die Strömung hervorrufenden elektrischen Kraft. 
Das Oum’sche Gesetz behauptet als Erfahrungsthatsache, dafs beide 
Vectoren gleichgerichtet und an Grölse einander proportional sind; 
danach gelten die Gleichungen 


de de Go i 
Där kg v=—T öy’ w ic bg (219) 
Der Proportionalitätsfactor r, die Leitfähigkeit, ist eine stets posi- 
tive Körperconstante. Aus (218a) und (219) folgt für e unmittelbar 


die Differentialgleichung 


ô [dp ô | öp o/o 
az tas) tag 70 tazas n 
welche für homogene Körper in 
47 ss 0 


übergeht, während an Unstetigkeitsflächen nach (218 b) und (219) 
re 
nge taga’ (220a) 


ist. An der Grenze gegen ein Dielektricum gilt, da dessen Leit- 


fähigkeit 0 ist, 
öy 
See 


La 
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wenn n, die in das Innere des Leiters weisende Normale ist. Der 

andere Differentialquotient E bleibt dagegen durch diese Gleichung 
a 


on 
vollkommen unbestimmt. 


Berechnet man aus (200) und (220) die Dichten der Raum- 
und Oberflächenladung, — 4 4% und — al a SEL 5 


sieht man, dafs im Inneren des stromdurchflossenen Leiters überall 
dort Ladungen liegen, wo sich die Leitfähigkeit r stetig oder un- 
stetig ändert. Auch die Begrenzung gegen das Dielektricum trägt 
solche, doch bleibt ihr Betrag noch unbestimmt; wir werden später 
auf diesen Punkt zurückkommen. 


8 58. Die elektromotorischen Kräfte. 


Nach dem Orm’schen Gesetz, wie wir es bisher formulirten, 
fallen Strom- und Kraftlinien zusammen. Die letzteren führen nun 
nothwendig von Orten höheren zu Stellen niederen Potentials, und 
besitzen entweder im Leiter Anfangs- und Endpunkte, oder treten 
durch die Oberfläche in die nichtleitende Umgebung aus. Dagegen 
müssen die Stromlinien nach (218) immer im Leiter verlaufen und 
sich in sich selbst schliefsen. Aus diesem Widerspruch folgt, dafs 
es, wenn das bisher Gesagte allgemein gültig wäre, einen stationären 
elektrischen Strom überhaupt nicht geben könnte. Thatsächlich ist die 
elektrische Feldstärke nicht die einzige mögliche Ursache für einen 
solchen; vielmehr müssen die Gleichungen (219) ergänzt werden zu 


9 3 6 (221) 


Den Vector mit den Componenten e, 8, y, dessen absoluten Betrag 
wir mit ð bezeichnen, nennt man die locale elektromotorische Kraft, 
weil er auch für sich allein im Stande ist, Elektricität in Bewegung 
zu setzen; sie ist es, welche die strömende Elektricität immer 
wieder vom niederen zum höheren Potential zurückführt und so 
einen stationären Strom ermöglicht. Sie tritt nur dort auf, wo sich 
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die chemische oder thermische Beschaffenheit des Leiters von Ort 
zu Ort ändert, z. B. in elektrolytischen Lösungen von wechselnder 
Concentration oder in ungleich temperirten Metallen. 

Besonders wichtig ist der Fall, dafs sich die Aenderung der 
chemischen Beschaffenheit auf einen Raum concentrirt, welcher sich 
von der Grenze zweier Körper nur auf moleculare Distanzen in 
ihr Inneres erstreckt. Dann hat die elektromotorische Kraft auch 
nur in diesem schmalen Bereich ihren Sitz, und man spricht von 
einer elektromotorisch wirksamen Fläche. Um ihren Einflufs zu 
untersuchen, bezeichnen wir mit dn das Element einer senkrecht 
zu dieser Fläche den genannten Raum durchdringenden Curve 
und fassen die Gleichungen (221) mit den Factoren En dn, 


LR 08m) 
U 
T 


dn zusammen. Integriren wir dann vom 


Eintrittspunkt 1 der Curve in dies Raumgebiet bis zu ihrer Aus- 
trittsstelle 2, so erhalten wir 


2 


2 
fan = p — Pa + |ó dn. 
1 d 1 

Die Stromdichte q in diesem Bereich ist durch die Gleichung (218a) 
mit den Werthen von o in seiner Umgebung verbunden; sie kann 
nicht in diesem Bereich allein sehr grofs werden. Defshalb könnte 
2 


das nur über moleculare Distanzen zu erstreckende Integral f. Ind n 
1 


höchstens bei aufserordentlich starken Strömen einen merklichen 

Werth haben; erfahrungsgemäfs entzieht sich sein Einflufs stets der 

Wahrnehmung. Dagegen giebt es keinen Grund, dafs die locale 

elektromotorische Kraft A in Folge der jähen Veränderung aller 

physikalischen Eigenschaften nicht so grofs werden sollte, dafs 
1 


f d. dn einen erheblichen Betrag + Ei hat; dieser kann natürlich 


2 
nur von der Art der an einander stolsenden Körper abhängen. Unter 
diesen Umständen findet an ihrer Berührungsfläche ein Potential- 
sprung 

Pa— Pı = Ba (221a) 
statt. Z,, bezeichnet man als die elektromotorische Kraft der 
Fläche; sie ist, wie man hier sieht, eine scalare Gröſse von der 
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Dimension der Potentialfunction, während die „locale“ elektro- 
motorische Kraft d ein Vector von der Dimension der Feldstärke ist. 

Wo locale elektromotorische Kräfte auftreten, ist die Differential- 
gleichung (220) und die Oberflächenbedingung (220a) zu ersetzen 
durch 


0- (Gei, d „94 dëi dire ôA d en 
Sch 920787 K 52 5 (2 5 + a EZ 
und 5 5 

T, 2 + nr (222a) 


und die Raum- und Flächendichte der im leitenden System liegenden 
freien Ladungen sind nach (201) 


4 49-7 1 1 (32 1 30 S) 


4 0x s 0% 
(ës fe Za 
＋ J“ tr? * 


y 0 Sab 1 Im (222b) 
re. 
Dazu tritt noch an elektromotorisch wirksamen Flächen 
eine Doppelschicht vom Moment 

M = — Be j 
denn nur eine solche kann nach § 20 den Potentialsprung p; — Pı 
erklären. Die ersten Klammern in den Gleichungen (222b) sind 
von der Stromdichte unabhängig, sie geben die Ladung des Leiters 
bei verschwindendem Strom an. Die von ihnen ausgehende elektrische 
Kraft hält also die elektromotorische Kraft im Gleichgewicht. Die 


2 a A 
beiden anderen Klammern |u SC + gege: d'Re und 
. ay eg 
%% T A Imı | A A ) 


sind der Stromdichte und der Veränderlichkeit von $ proportional. 
In der Gleichung für M fehlt das entsprechende Glied. 
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Wir sahen am Eingang dieses Paragraphen, dafs elektro- 
motorische Kräfte zur Unterhaltung eines stationären Stroms noth- 
wendig sind; fragen wir nun nach der hinreichenden Bedingung 
dafür. Mit d? bezeichnen wir das Linienelement einer beliebigen 
Curve und fassen die Gleichungen (221) mit den Factoren 


cos (dl, ai 47. 28 (dl, y) cos (dl, 2) 
satadi thoko Bech at. Seet 
T T 


di, dl zusammen. Integriren wir 


T 
dann über eine beliebige, ganz in Leitern verlaufende, geschlossene 
Curve so hebt sich der auf die Potentialfunction bezügliche Term 
heraus und man findet 


f 


u cos (dl, ©) + v cos (dl, y) + w cos (dl, zu dl 
= fle cos (dl, ai + p cos (dl, y) + y cos (dl, a)) dl 


oder auch, indem man unter % A die in die Richtung von di 
fallende Componente der Vectoren q und d versteht 


j: SE st ddl. (223) 


Wählen wir nun als Integrationsweg eine Stromcurve und 
durchlaufen wir sie in der Stromrichtung, so ist der Integrand A 


längs des ganzen Weges positiv, das Integral auf der linken Seite 
dieser Gleichung also von 0 verschieden. Nothwendige Bedingung 
für die Existenz eines Stromes ist deshalb, dafs es geschlossene Curven 


giebt, längs welcher f Addi von Null verschieden ist. Dies ist aber 


auch hinreichend, denn bei fehlendem Strom ist die linke Seite von 
(223) für alle Integrationswege Null, was sich wiederum nicht mit 
dieser Gleichung verträgt. Nun ist diese Bedingung sicherlich nicht 
erfüllt, wenn das leitende System nur aus zwei homogenen Körpern 
von gleichmälsiger Temperatur besteht; denn dann sind in dem frag- 
lichen Integral alle die Theile 0, welche von den in einem der Körper 
zurückgelegten Strecken herrühren. Dagegen ist bei jedem Durchgang 


durch die Grenzschicht vom ersten zum zweiten f d dl = + Ba bei 


jedem Durchgang in der umgekehrten Richtung dagegen f ò dl = — Ban 


und da eine geschlossene Curve die Grenze ebenso oft in der einen 
als in der anderen Richtung passiren muls, so ist die Summe aller 
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dieser Beträge 0. Zum Zustandekommen stationärer Strömung sind 
also mindestens drei homogene Körper nothwendig; sie dürfen aber 
nicht alle sogenannte Leiter erster Classe (Metalle) sein, welche den 
Strom ohne chemische Zersetzung leiten; denn für diese gilt bei 
Temperaturgleichgewicht das Voura’sche Gesetz der Spannungsreihe 


Lob + H = Lia; 


sodals für irgend eine geschlossene Curve, welche die Reihe der 
Körper vom Iten zum nten durchläuft, um von ihm unmittelbar 
zum ersten zurückzukehren 


ſo d = Bet Rat, 4 Ru — 25 = 0 


ist, Vielmehr sind mindestens ein Elektrolyt, wie beim galvanischen 
Element, oder aber Temperaturunterschiede, wie bei den Thermo- 
ketten, zur Unterhaltung eines stationären Stroms nothwendig. 

Durch das Auftreten einer Doppelschicht an elektromotorisch 
wirksamen Flächen und das Vonra’sche Gesetz wird die Hypothese 
nahegelegt, dafs die Molekeln der Leiter erster Classe auf die 
elektrischen Fluida eine nach ihrer chemischen Beschaffenheit und 
nach dem Vorzeichen der letzteren wechselnde Anziehung ausüben. 
Diese Kräfte leisten ein gewisses Arbeitsquantum A,,de, wenn sie 
die Elektrieitätsmenge de aus der Grenzschicht des Körpers 1 in 
die des Körpers 2 hinüberziehen. Im Gleichgewicht mufs dies nach 
dem Princip der virtuellen Verrückungen durch die dabei von der 
elektrischen Feldstärke geleistete Arbeit (p, — p,)de compensirt 
werden, d. h. es muls 

Ais + (Pi — P) = 0 


Ais = Es 


und nach (221a) 


sein. Der Potentialsprung i, ist also unmittelbar das Maals für 
die potentielle Energie der fraglichen Anziehung. Das Vorra'sche 
Gesetz erscheint dann als Folge des Energieprineips, demgemäfls das 
Arbeitsquantum A, de geleistet werden mufs, mag die Ueberführung 
von de aus dem Körper 1 in den Körper 3 nun unmittelbar, oder 
auf dem Umweg über den Körper 2 erfolgen; denn hieraus ergiebt 


sich die Gleichung 
41 + Ay = Aua: 


Iz + Ep = Eis: 


also 


Eng verknüpft mit der soeben behandelten ist die weitere Frage, 
ob bei gegebener Vertheilung der elektromotorischen Kräfte die 
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Strömung eindeutig bestimmt ist. Zur Beantwortung gehen wir 
davon aus, dafs die Gleichungen (222) und (222a), durch welche der 
Zusammenhang zwischen p und A resp. E. gegeben ist, in diesen 
Gröfsen linear sind, ebenso wie die Gleichungen (221), welche die 
Stromdichte o aus p und ð zu berechnen gestattet. Genügen die 
Functionen 9, u, v, w diesen Gleichungen für ein gegebenes Werth- 
system o, f, y und Ep und entsprechen die Functionen %, v w' 
auf dieselbe Art den Werthen , G, “ und I, so sind demnach 
p + g' die Potentialfunction und u -+ w, v-+v, % w' die Com- 
ponenten der Stromdichte für den Fall, dafs die locale elektro- 
motorische Kraft durch die Componenten &, 8+8, y+y und 
der Potentialsprung durch E + Æa bestimmt ist; d. h. es gilt das 
Superpositionsprincip. Entsprechen demnach die Functionen u, v, w 
und , v, w denselben Werthen a, f, „ und i, so stellen die 
Differenzen u — w, v— v, w— w diejenige Strömung dar, welche 
den Werthen «= D =y = U = entspricht; daraus folgt aber 
nach (223), wie wir schon zeigten 


u - 1 u- D es Wi - HI ss 0 


d. h. die Stromdichte bestimmt sich eindeutig aus der Vertheilung 
der elektromotorischen Kraft; in der Potentialfunction ꝙ dagegen bleibt 
eine Constante unbestimmt; denn in den hier auftretenden Gleichungen 
kommen aufser der Differenz p, — p, nur Diflerentialquotienten von o 
vor. Der Grund dafür ist der, dals man dem stromleitenden System 
noch eine solche Oberflächenladung in beliebiger Stärke geben kann, 
deren Potentialfunction in ihm constant ist, welche also die Strömung 
im Inneren nicht beeinflufst; aus demselben Grunde blieb oben auch 
die Dichte der Oberflächenladung unbestimmt (siehe das Ende des 
vorigen Paragraphen), 

Im Gegensatz hierzu ist die Vertheilung der elektromotorischen 
Kräfte aus der Stromdichte allein nicht eindeutig zu ermitteln. 
Denn leiten sich c, f, y ähnlich wie die Feldstärke aus einer ein- 
deutigen Potentialfunction y ab, d. h. gelten Gleichungen wie 


dr ôx ð 
Fc 


so ist in (223) f d dl für alle geschlossenen Curven 0, es ruft diese 
Vertheilung keinen Strom hervor. Addirt man sie zu irgend einer 
anderen, so ändert sich die Stromdichte nicht. Erst wenn aufser 
u, u, w auch noch ꝙ gegeben ist, berechnet sich œ, f, y aus (221) 
eindeutig. 
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Zum Schluſs dieses Paragraphen wollen wir noch auf die 
Analogie hinweisen, welche zwischen der Theorie des stationären 
elektrischen Stroms und der der magnetisirbaren Körper besteht. 
In einem Leiter ohne elektromotorische Kraft gelten nach (220) 
und (220 a) die Differentialgleichung 


HS), ZE, Aë 


dr 0 z \ 0% 
und die Oberflächenbedingung 
0 p 
ta 
in einem temporär magnetisirbaren Medium dagegen nach (204) 


ban Zen base) 


(1+ 42 0 gE +(1+ 420 4. =(, 


Diese Gleichungen stimmen überein, wenn man die Constanten r 
und 1 + 47x identificirt, während die für die magnetische Potential- 
function an Unstetigkeitsflächen geltende Stetigkeitsbedingung p, = P, 
als Specialfall der Gleichung (221a) 9, — p, = Ba erscheint. Die 
Analogie bleibt aber auch bestehen, wenn man permanente Magnete 
und Leiter mit elektromotorischen Kräften mit einander in Parallele 
stellt, nur mufs man, da wir für die Magnete x = 0 setzen, dabei 
r 1 wählen. Dann entsprechen die Gleichungen (222b) in der 
vereinfachten Form 
95 


dee SÉ ray 92 


bis auf den Factor 4 az der für die Magneten gültigen Beziehung (193) 
und (198a) 


64 ð On 
4% = 4n (J 4 9% 1 57 
d 57 
On T On, 4 On, 


Der scheinbare Unterschied zwischen den Grenzbedingungen rührt 
nur von der Annahme her, dafs sich in permanenten Magneten keine 
Unstetigkeitsflächen befinden. 

H. v. Huramorrz, Theoret, Physik, Bd. IV. 20 
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Eine Folge hiervon ist, dals wir das Brechungsgesetz der 
Kraftlinien an der Grenze temporär magnetisirbarer Medien un- 
mittelbar auf die Stromlinien übertragen können, welche die Be- 
rührungsfläche homogener Leiter passiren, sofern in ihnen keine 
elektromotorischen Kräfte auftreten. Bezeichnet 9, und % die 
Winkel, welche sie auf den beiden Seiten der Fläche mit den 
Normalen bilden, so ist [siehe (206)] 

tg J: tg 01 = fain, 

Nun kann das Verhältnils r.: 11 viele Zehnerpotenzen betragen, wenn 
der zweite Körper ein Metall, der erste ein Elektrolyt ist; dann ist 
nach dieser Gleichung tg 0% so klein, dafs % fast gleich 0, d. h. die 
Stromlinie senkrecht zur Grenzfläche wird; ausgenommen den Fall, 
dafs tg 0, sehr grofs, der Strom also im Metall fast parallel zur 
Grenzfläche flielst. Man kann in Folge dessen für den ersten 
Leiter die Grenzfläche nahezu als Potentialniveaufläche betrachten, 
wodurch die mathematische Behandlung vieler Probleme unseres 
Gebietes wesentlich erleichtert wird (siehe $ 60). 

Eine weitere Folge dieser Analogie ist, dals wir die oben be- 
handelten Fragen nach der Beeinflussung eines ursprünglich homo- 
genen magnetischen Feldes durch eine hineingebrachte magnetisir- 
bare Kugel oder ein Ellipsoid unmittelbar umdeuten können in die 
Probleme, wie sich die Stromvertheilung ändert, wenn man in einem 
unendlich ausgedehnten, von gleichmälsig vertheiltem Strom durch- 
flossenen Leiter eine Kugel oder ein Ellipsoid aus anderem Material 
hineinbringt. Der dabei zu erfüllenden Oberflächenbedingung 

Pi — Pa = const, 
welche an die Stelle der Stetigkeitsbedingung 
Pi— Pa ™ 0 
tritt, genügt man, wenn man zu o, noch diese Constante hinzufügt. 

Es mag schon an dieser Stelle bemerkt werden, dafs das 
Oum’sche Gesetz — Proportionalität zwischen der Stromdichte und 
der Resultante aus Feldstärke und elektromotorischer Kraft — 
ganz allgemein gilt, allgemeiner noch als die hier angewandte 
Formulirung, welche die Existenz einer Potentialfunction voraussetzt. 


8 59. Stromstärke und elektrischer Widerstand. 
Stromvertheilung in verzweigten Leitersystemen. 


Im Allgemeinen kann ein stationärer Strom auch dann bestehen, 
wenn das Leitersystem einen einfach zusammenhängenden Raum 
erfüllt, d. h. einen solchen, welcher durch einen Querschnitt in zwei 
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vollständig getrennte Theile zerlegt wird. Berühren sich z. B. in 
der durch den Punkt A in der Figur 19 angedeuteten Linie drei 
verschiedene Körper, so wird diese im Allgemeinen von einem Strom 
umkreist. Bildet man dann für irgend einen Querschnitt des strom- 


durchflossenen Systems das Integral j fi 9% de, so muls man nach (218) 


den Werth 0 erhalten, da dieser zusammen mit der einen oder 
anderen Hälfte der Grenze gegen die nichtleitende Umgebung eine 
geschlossene Oberfläche bildet. 

Wir wollen, um solche Fälle auszuschliefsen, im Folgenden 
voraussetzen, dals das stromführende Gebiet einen mindestens zwei- 
fach zusammenhängenden Raum bildet, d. h. dafs zwei oder mehr 
Querschnitte nothwendig sind, um ihn in vollständig getrennte, ein- 
fach zusammenhängende Theile zu zerlegen. Das 
erstere ist z. B. der Fall, wenn man ein galvani- 
sches Element durch einen Draht schlielst, das 
letztere, wenn dieser selbst noch Abweigungen be- 
sitzt, wie etwa bei der Wnuearstone’schen Brücke, 
Ferner wollen wir uns auf den in diesem Beispiel 
schon realisirten Fall beschränken, dafs nur Trennungsflächen homo- 
gener Leiter als Sitz der elektromotorischen Kraft in Betracht 
kommen, und dafs jede von ihnen einen Querschnitt des leitenden 
Systems darstellt. Daſs sich mehr als zwei verschiedene Körper in 
einer Linie berühren, ist hiernach ausgeschlossen. 


Fig. 19. 


Bilden wir nun das Integral f 4 de für eine geschlossene Fläche, 


welche aus zwei Querschnitten eines unverzweigten Leiterstücks und 
aus dem dazwischen liegenden Theil der Oberfläche besteht, so 
müssen nach (218) die auf die Querschnitte bezüglichen Theile davon 
einander entgegengesetzt gleich sein; legt man daher die Normale 
des einen nicht in das Innere des eingeschlossenen Raumes, sondern 
nach Aulsen, so haben die Integrale 


f fi q,ds = 1 (224) 


für beide denselben Werth, den wir durch passende Wahl der 

Richtung von n stets positiv machen können. Z ist eine von der 

Wahl des Querschnitts unabhängige, positive Gröfse, die Strom- 

stärke. Idt ist nach der Definition der Stromdichte o die den 
Querschnitt in der Zeit dt passirende Elektricitätsmenge. 

Wir wenden diesen Begriff zunächst auf einen linearen Leiter 

an, d. h. einen solchen, welcher den folgenden Bedingungen genügt: 
20* 
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Seine Länge und sein Krümmungsradius mufs gegen die Quer- 
dimensionen grols, seine Leitfähigkeit auf jedem senkrechten Quer- 
schnitt Q constant sein. Q selbst darf zwar veränderlich sein, aber 
nur so langsam, dals die Strömung überall als parallel der Axe des 
Leiters betrachtet werden kann. Dann ist die Stromdichte auch auf 
den Querschnitten 0 constant, während die Niveauflächen der 
Potentialfunction mit ihnen zusammenfallen. Dasselbe soll von 
etwa vorhandenen elektromotorisch wirksamen Flächen gelten, ihre 
Existenz ändert dann nichts daran, dafs alle Zustandsgrölsen nur 
Functionen der von einem beliebigen Anfang gemessenen Länge l 
des Leiters sind. Ein linearer Leiter ist mithin annähernd eine 
einzelne Stromröhre, 

Für ein von zwei Querschnitten mit den Potentialen p, und p, 


begrenztes Stück eines linearen Leiters berechnen wir nun f di; 


T 
nach (221) ist 


9 


[Ha-n-n+B 
i 


wenn wir unter -+ E das der vorhandenen elektromotorischen Flächen 
2 
wegen im Allgemeinen von 0 verschiedene Integral f d dl verstehen. 
1 


Nun reducirt sich aber für einen linearen Leiter Gleichung (224) auf 


I 
un? 


und J ist von 1 unabhängig, so dafs 


Séi 
. 1 U 225) 
1 


wird; d. h. die Stromstärke ist in einem linearen Leiter proportional 
der Potentialdifferenz an seinen Enden, vermehrt um die Summe der 
an den elektromotorisch wirksamen Flächen stattfindenden Potential- 
sprünge. Den nur von den Dimensionen und der Leitfähigkeit ab- 
hängenden Proportionalitätsfactor 


ac (225a) 
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nennt man den elektrischen Widerstand des Leiters. In dieser 
Gleichung und in der Beziehung 


Iw = i - at E (225 b) 
spricht sich das Omm’sche Gesetz in seiner elementaren, auf lineare 
Leiter und stationäre Ströme bezogenen Form aus. Für einen 
homogenen Draht von constantem Querschnitt und der Länge “ ist 


wm — + 


1 0 
Aus (225a) folgt vermöge der Identität 


3 8 


2 
f. koi a f: . 
10 "leg 1 0 
1 2 1 

dafs sich die Widerstände hinter einander geschalteter Drähte 


addiren; eine Serie von n hinter einander liegenden Drahtstücken 
hat den Widerstand 
w= D w, 


Liegen dagegen die Enden mehrerer Drähte, für welche Æ den- 
selben Werth hat, auf denselben zwei Niveauflächen p = y, und 
o = Pa, 80 gilt nach (225 b) für die Stromstärke J, und den Wider- 
stand w, in jedem von ihnen die Gleichung: 

11 +E ; 


Wa 


für den gesammten durch sie fliefsenden Strom 


Je St 


1 
I=(9,-9+ D 
n 
Diese Gleichung nimmt die Form der Gleichung (225 b), nämlich 


also 


Ta ix FR 
w 
an, wenn man 


1 1 
% 
setzt. Nach dieser Formel berechnet sich der Gesammtwiderstand 


einer Gruppe parallel geschalteter Drähte; da die w, nothwendig 
positiv sind, ist w kleiner als jedes w,. 
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Als ein System parallel geschalteter, diesen Bedingungen ge- 
nügender linearer Leiter, nämlich als ein System von Stromröhren, 
läfst sich nun jedes zwischen zwei Niveauflächen gelegene Stück 
eines leitenden Körpers betrachten, wenn diese keine der elektro- 
motorisch wirksamen Flächen schneiden. Es mufs also auch hier 
eine Beziehung 

I = i db d 

bestehen, welche den Widerstand w des betrachteten Körpers definirt. 
Zu seiner Berechnung bedarf man aber der Kenntnils von Lage und 
Form der beiden Niveauflächen, welche bei geometrisch gleichen 
Körpern noch sehr von der Art der Zuleitungen des Stromes ab- 
hängt. Der Widerstand einer metallischen Kugel z. B., der man 
den Strom durch zwei angelöthete Drähte zuführt, variirt stark mit 
der relativen Lage, der Gröfse und Form der Löthstellen. Nur beim 
linearen Leiter fällt diese Unbestimmtheit fort, weil man bei ihm stets 
die senkrechten Querschnitte als Niveauflächen betrachten kann; aber 
auch einem galvanischen Element z. B., dessen Polklemmen fest an- 
gebracht sind, hat man einen bestimmt angebbaren Widerstand zu- 
zuschreiben. 

Aus den Gleichungen (218) und (225 b) leiten sich unmittelbar 
die Kmonnopr'schen Gesetze der Stromvertheilung in einem beliebig 
verzweigten System linearer Leiter ab; falls diese sich zu räum- 
lichen ausgedehnten Leitern erweitern, so kommt dies hier nicht in 
Betracht, wenn nur durch die Linearität der Stromzuführungen die 
soeben besprochene Unbestimmtheit aufgehoben ist. Die Ver- 
knüpfungspunkte zweier oder mehrerer Drähte bezeichnen wir mit 
a, b, o. . .; je zwei von ihnen sollen durch eine beliebige Zahl von 
Drähten mit einander verbunden sein, im nten von diesen flielst 


von b nach a ein Strom von der Stärke I), er passirt dabei elektro- 


motorische Flächen, an denen die Potentialsprünge zusammen AU) 


betragen und hat den elektrischen Widerstand % zu überwinden. 
Man sieht, dafs nach diesen Definitionen 
R=- I, E= BI, el = wl 

ist. Gleichung (218), angewandt auf die Umgebung des Knoten- 
punktes a, sagt nun aus: 

Se Sn = 0 (226) 
und Gleichung (225 b) liefert in Anwendung auf die nte Verbindung 
der Punkte (a) und (b): 


w = = J H Fal. (226a) 
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Als bekannt werden alle Widerstände und Potentialsprünge an- 


genommen, also die Grölsen 10% und ZU); zu ermitteln sind die Un- 


bekannten Je und , P,:... Ihre Anzahl ist gleich der Zahl 
der Drähte plus der der Knotenpunkte. Dafür giebt es aber auch 
soviel Gleichungen (226a) wie Drähte, und soviel Gleichungen (226) 
als Knotenpunkte, nur sind die letzteren nicht von einander un- 
abhängig. Vielmehr geht eine von ihnen vermöge der Identitäten 
1% = — JL aus der Summation der anderen hervor; denn hat man 
für alle Knotenpunkte mit einer einzigen Ausnahme ausgesprochen, 
dafs sich in ihnen keine Elektrieität anhäuft, so ist dies für den 
letzten selbstverständlich. In Folge dessen bleibt eine Unbekannte 
unbestimmt und nach dem im vorhergehenden Paragraphen bewie- 
senen allgemeinen Theorem ist dies einer der Werthe % Denn 
durch gegebene geometrische Verhältnisse und Leitfähigkeiten, d. h. 
Widerstände, und gegebene elektromotorische Kräfte ist zwar die 
Stromdichte, also auch die Stromstärke, eindeutig, die Potential- 
function aber nur bis auf eine Constante bestimmt. 

Die Kırommorr’schen Regeln enthalten unmittelbar die Theorie 
der zur Vergleichung von Widerständen und elektromotorischen 
Kräften dienenden Wurarstone'schen Brücke. Da in ihnen nur 
die Producte Jw auftreten, braucht man den Widerstand des Gal- 
vanometerzweiges, auf dessen Stromlosigkeit eingestellt wird, nicht 
zu kennen. 


8 60. Beispiele für die Berechnung des Widerstandes 
räumlich ausgedehnter Leiter. 


Bekanntlich dient in der Telegraphie zur Rückleitung des elek- 
trischen Stromes die Erde, in welche man an den Telegraphen- 
stationen metallische Elektroden versenkt. Wir wollen den Wider- 
stand dieser Rückleitung berechnen; nach den Erörterungen des 
vorhergehenden Paragraphen haben wir dabei einen weitgehenden 
Einflufs von Form und Gröfse der Elektroden zu erwarten. Frei- 
lich müssen wir, um die Aufgabe überhaupt stellen zu können, die 
Leitfähigkeit des Erdkörpers als überall constant ansehen; ferner 
wollen wir (was wenig ausmacht) die Erdoberfläche als Ebene be- 
trachten. 

Als Elektroden denken wir uns zunächst zwei metallische 
Kugeln vom Radius R, welche zur Hälfte in der Erde stecken. Ihre 
Leitfähigkeit ist gegen die der Erde so grols, dafs man ihre Ober- 
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flächen nach $ 58 als Niveauflächen betrachten kann. Die Potential- 
function ꝙ muls dann in der Erde der Differentialgleichung 4% = 0, 
an den beiden Halbkugelflüchen der Bedingung p = const und an 
der Erdoberfläche, d. h. einer durch die Kugelmittelpunkte gehenden 


Ebene der Gleichung ek: = 0 genügen. Dazu tritt noch die For- 


derung, dafs der durch die eine Kugel eintretende Strom gleich 
dem durch die andere austretenden sein soll; d. h. bilden wir das 


Integral 
1 d Si 


für die beiden Halbkugelflächen, so müssen wir entgegengesetzt 
gleiche Werthe erhalten. 

Wir wollen die Rechnung nur für den Fall durchführen, dafs 
die Kugeln soweit von einander entfernt sind, dafs keine die Strom- 
vertheilung in der Umgebung der anderen mehr beeinflulst; dann 
können wir den Ansatz 


p=« E — 4 (227) 


89 19 
machen, wo , r, die Abstände eines Punktes von den Mittelpunkten 
der Kugeln ei « ist eine Constante. Die Bedingung = =0 


ist aus Symmetrie für jede die beiden Kugelmittelpunkte enthaltende 
Ebene erfüllt, und aus der Art, wie r, und r, auftreten, geht 


unmittelbar hervor, dals ik 752 ds für beide Flächen entgegengesetzt 
gleiche Werthe annimmt. Der Oberflüchenbedingung p = const ist 
insofern genügt, als = auf der zweiten, = auf der ersten Kugel- 


1 2 
fläche vernachlässigt werden kann; die Potentialfunction hat hier 
die Werthe: 


[7 
R e 
und 
e 
W 


Die Potentialdifferenz zwischen beiden Kugeln ist also 


Ze 
P E "E 
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und die Stromstärke betrügt 


FR 


0 A RE 
2 u T an ds "IS fa, 


wo die Integration über die halbe Fläche der ersten Kugel auszu- 


führen ist; also 
I=2nur; 


der Widerstand w der Erdleitung ist demnach 


also unabhängig vom Abstand der Elektroden und umgekehrt pro- 
portional zu ihrem Radius. 

Besonders deutlich tritt der Einflufs der Elektroden hervor, 
wenn man ihre Form ändert und z. B. zwei lange, senkrecht im 
Boden steckende Drähte zur Stromzuführung verwendet, Ein solcher 
Draht läfst sich annähernd als Rotationsellipsoid mit einem Werthe 
von o, welcher nur wenig gröfser als 1 ist, betrachten, denn im 
Grenzfall e =1 geht das durch die Gleichung 


g? y +z’ 1 

ao" a(o®—1) 
dargestellte Ellipsoid in die Verbindungslinie der Punkte s = + a 
über. Wir stellen daher unsere Frage zunächst für den Fall zweier 
gleicher verlüngerter Rotationsellipsoide. welche mit der ausgezeich- 
neten Axe senkrecht und genau zur Hülfte im Erdboden stecken. 
Der Grenzbedingung 7 = 0 für die Erdoberfläche ist dann wiederum 
durch Symmetrie genügt. 

Bezeichnen wir mit o, T}, V, die auf das erste Ellipsoid be- 
zogenen elliptischen Coordinaten eines Punktes, mit c, Ta, 9, die 
analogen, auf das andere Ellipsoid bezogenen Grölsen, so entspricht 
dem Ansatz (227) die Gleichung: 


8 91＋1 att), 
p= allogi bes Ach (228) 
denn dafs hier 4% = 0, folgt aus § 45a Gleichung (177b). Da wir 
ferner auch hier den Abstand als praktisch unendlich grofs be- 
trachten wollen, ist der erste dieser Terme auf dem zweiten, der 
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zweite auf dem ersten Ellipsoid zu vernachlässigen; und auch hier 


erkennt man ohne weitere Rechnung, dafs d nk 425 ds für die in der 


Erde steckenden Hälften der beiden Ellipsoidoberflächen bis auf's 
Vorzeichen gleiche Werthe ergiebt. 

Sind o, = und % = die Gleichungen dieser Oberflächen, 
80 ist 


> o 
Pı — Pı = 2u log TH 


die Potentialdifferenz zwischen ihnen. 
Zur Berechnung der Stromstärke könnten wir ebenso verfahren 


wie oben und das Integral — rt P f $ T ds für die Fläche der 


ersten Elektrode berechnen. Bequemer ist es aber, für eine andere 
Fläche diese Integration auszuführen; diese muſs nur die beiden 
Ellipsoide von einander trennen. Wir wählen zweckmälsig dazu die 
in der Erde liegende Hälfte einer um den Mittelpunkt des ersten 
Ellipsoides beschriebenen Kugel von dem sehr grofsen Radius R. 
Diese lälst sich nach den Erörterungen in $ 53 als ein Ellipsoid 


mit dem sehr grolsen Werth o, = Z auffassen; denn aa, ist im 


Unendlichen der Abstand vom Mittelpunkt des Ellipsoides. Der eine 


Summand in Gleichung (228), «log AE geht auf ihr über in 
1— 
Ze 26 0 
F 


während der andere nicht berücksichtigt zu werden braucht. Denn 
er ist die Potentialfunction einer auf dem zweiten, von der Kugel 


ausgeschlossenen Ellipsoid liegenden Ladung, und da — ep 4, %, 


erstreckt über die ganze Kugel, die von ihr umschlossene Ladung 
milst [siehe $ 22 Gleichung (78 d)], so ist der Theil dieses Integrals 
Null, welcher von der erstgenannten Ladung herrührt. Aus 
Symmetriegründen gilt dasselbe für unser nur über die Halbkugel 
zu bildendes Integral. Also ist 


SS, 


d 
= — STE ds IR = 4naar 


dp 
On, 
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und der Widerstand 


Die Länge der halben Rotationsaxe des Ellipsoides betrügt oo, 


die der beiden anderen Halbaxen a e 3 1. Läfst man das Ellipsoid 
zum Draht ausarten, indem man o bis nahe an den Werth 1 
abnehmen läfst, so wird a die Länge des in die Erde versenkten 
Drahtstückes, ay e — 1 sein Radius o, und man kann angenähert 
EI 
9 —1 4 (0 — 1) DM 
setzen. Dann wird 


w = 


ra 0 


der Widerstand nimmt also schliefslich über alle Grenzen zu, wenn 
man bei constanter Länge den Durchmesser immer geringer wählt; 
er sollte sich dagegen bei gegebenem Querschnitt durch Verlängerung 
des Drahtes nach dieser Formel unter jeden Werth herabdrücken 
lassen. Man muls aber bedenken, dafs man a nicht immer weiter 
wachsen lassen kann, ohne an eine Grenze zu kommen, an welcher 
die physikalische Bedeutung unserer Lösung aufhört; denn einmal 
kann bei extrem langen Drähten auch bei noch so grofsem Unter- 
schied der Leitfühigkeiten die Oberfläche nicht mehr als Niveau- 
fläche gelten (vgl. $ 58), und zweitens mufs a gegen den Abstand 
der Drähte klein bleiben, weil nur unter dieser Voraussetzung 
unser Ansatz für ꝙ der Bedingung p = const auf ihnen genügt. 


§ 61. Der Energieumsatz stationärer Ströme. Dimensionen. 


Wir fanden in $ 54, dafs die Energie eines Condensators von 
der Capazität O 
F 
2 0 
ist, wenn +e die Ladungen der beiden Platten sind. Stellt man 
zwischen diesen eine leitende Verbindung her, so entsteht in ihr 
unter dem Einfluſs ihrer Potentialdifferenz 


e 


DEE 


316 ZWEITER THEIL., 8 61 


ein elektrischer Strom, dessen Stärke / sich durch Vergröfserung 
des Widerstandes beliebig herabsetzen läfst. Da aber nach der 
Definition der Stromstärke 


ist, verändern sich dann Ladung und Potentialdifferenz schliefslich 
so langsam, dafs man den Strom für beträchtliche Zeiträume als 
stationär betrachten kann, obwohl er ja schliefslich mit verschwinden- 
der Ladung erlöschen mufs. Die elektrische Energie nimmt in der 
Zeit dt um 

d W e de 


Af 4 p =- dt 
ab; dasselbe Energiequantum mufs dem Energieprincip zu Folge 
irgendwo in anderer Form wieder auftauchen. Erfahrungsgemäls 
entsteht es in der leitenden Verbindung und zwar, wenn diese 
homogen ist, als Joue’'sche Wärme. 

Schliefsen wir nun von diesem mit beliebiger Annäherung 
stationär zu machenden Strom auf einen streng stationären. Für 
den Theil einer Stromröhre, welcher von den (nicht nothwendig 
senkrechten) Querschnitten ds, und ds, begrenzt wird, ist die Strom- 
stärke gleich 


d dë = fe d; 
dem Betrage (P, — P,)L entspricht für sie also der Ausdruck 
Pi An, 4% — 929,48 = [P 9, de + Led, dek, 


Für ein beliebig begrenztes Raumstück folgt daraus durch Summa- 
tion über alle Stromröhren 


J= [faspa,, (229) 


als der Betrag der in der Zeiteinheit in nicht-elektrischer Form 
entstehenden Energie. 
Nach dem GRREN'schen Satz und nach Gleichung (218a) ist nun 


ðw 
o= SS r b 55 C Saru, 
=- H .f]. BAR, 405 + ur eine f fas y an 
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wobei das Flächenintegral nicht nur über die Begrenzung des Inte- 
grationsraumes, sondern auch über die etwa vorhandenen Unstetig- 
keitsflächen von p zu bilden ist. Da an den letzteren 9, für beide 


Seiten entgegengesetzte gleiche Werthe hat, so wird nach (229) 
und (221a) 


UI, „% GP \azayar- | fas x. a. (229 a) 


wenn die Normale n als vom Körper 1 nach 2 weisend angenommen 
wird. Andere Formen derselben Gleichung, die man erhält, wenn 
man an Stelle der Potentialfunction die elektrische Kraft E oder 
nach (221) die elektromotorische Kraft J einführt, sind 


J= [[fa& cos 6da dude — ffas m, a, (229 b) 
UI - gðcosqð))dzdydz — fan... 229 0) 


In Auwendung auf das ganze stromführende Leitersystem sagt 
Gleichung (229) aus: J= 0, da an seiner Grenze 4 = 0 ist; der 
Strom vermittelt also nur zwischen verschiedenen Theilen des leiten- 
den Systems einen Energietransport, er führt aber von Aufsen keine 
Energie hinein. Wären keine elektromotorischen Kräfte vorhanden, 
so würde aber J=0 nach (229c) q =0 fordern; wir finden hier 
also bestätigt, dafs elektromotorische Kräfte zur Erhaltung stationärer 
Strömung nothwendig sind; sie müssen die Energie produciren, 
welche der Strom als Jortgsche Wärme über das leitende System 
verteilt; nur wo cos (g Œ) < 0, wo die Strömung also vom niederen 
zum höheren Potential führt, haben in 229b die Integranden 
Ecos (g, E) und — i , = (Pı — ld, die negativen Werthe, 
welche wegen J = 0 im vollständigen Stromgebiet vorkommen müssen, 

Wir unterscheiden in Gleichung (2290) die beiden Summanden 


A -ff fÈ iziya, (229d) 


welcher unabhängig von der Stromrichtung stets positiv ist, und 


3 Jad cos fg, O) dd dx - ffas Es 9, (2296) 


welcher bei Umkehrung der Stromrichtung sein Zeichen wechselt. 
J, ist die Jouze’sche Wärme; für einen linearen Leiter, bei dem 


und 
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dædydz= Qdl und E ist, berechnet sie sich nach (225a) und 
(225b) aus der Gleichung 


2 


4 = |$= Puw ET + E); 
1 


für ein System parallel geschalteter linearer Leiter, für welche 
Pı — Pa denselben Werth hat (vgl. $ 59), ist aber die gesammte 
Jore sche Wärme 


= -p DI = Ile, — = E)= Iw, (229) 


daher gilt diese Formel auch für körperlich ausgedehnte Leiter, 
natürlich mit den Beschränkungen, unter welchen wir bei ihnen von 
Stromstärke und Widerstand überhaupt nur reden können. In der 


Gleichung für J, stellt das Flächenintegral — f 7 de E , ein an 


Unstetigkeitsflächen freiwerdendes oder verbrauchtes Energiequantum 
dar, welches als Peltierwärme und, wenn mindestens der eine Leiter 
ein Elektrolyt ist, auch als die zu chemischen Umsetzungen nöthige 


Energie auftritt; das Raumintegral — H T H 90 cos(gö)dzdydx weist 


auf die in elektrolytischen Lösungen mit dem Stromdurchgang ver- 
knüpften Concentrationsänderungen und auf den in chemisch 
homogenen, aber ungleich temperirten Metallen auftretenden 
Thomsonefiect hin. 

Wir schliefsen diesen Paragraphen mit der Ableitung eines 
Reeiprocitätssatzes. In einem leitenden System ohne locale elektro- 
motorische Kräfte liege eine Anzahl elektromotorisch wirksamer 
Flächen «œ, G, y... mit den Potentialsprüngen Ea, Ep, E,. .; 
jede von ihnen möge für sich allein die Stromdichte ga, %, 4y 
hervorrufen, die zugehörigen Potentialfunctionen sollen Pa, go... 
sein. Die gesammte Stromdichte ist nach dem Superpositions- 
princip 9% ＋ % Lg... Wir berechnen nun nach dem Grerx’schen 
Satz das über das ganze Stromgebiet auszuführende Integral 


Ipa Ze, ÖPa ÜPo | Pa Ze 

Sff . LES 6% On D ôx ð dë d, 
welches wegen (221a) sowohl gleich dem für die Fläche « zu 
bildenden Integral — de D ds E. hu als auch gleich dem entsprechen- 
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den Integral für f, — T 8 ds Ka gan ist. Dies sind aber die Energie- 
D 


beträge, welche einerseits der von & erzeugte Strom an g, anderer- 
seits der von f hervorgerufene an œ als Peltierwärme absetzt. Die 
von der einen Fläche der anderen zugesandten Energiemengen sind 
also gleich, 

Was die Dimensionen der in diesem Abschnitt neu eingeführten 
Grölsen anbelangt, so ist Idt nach § 59 eine Klektricitätsmenge, also 
I= (M 1 rT]; 

die Stromdichte q ist beim linearen Leiter gleich i demnach 
q= [ML irm. 
J, = Ji ist nach (229 f) die pro Zeiteinheit entwickelte Jouvre'sche 
Wärme, daraus folgt für den Widerstand: 
w= [LT]; 
und da endlich beim linearen homogenenen Leiter von constantem 


Querschnitt nach (225a) w = Se so ist die Leitfähigkeit 
t = (7. 


Dritter Theil. 
Elektromagnetische Wechselwirkungen, 


Erster Abschnitt, 
Das magnetische Feld stationärer elektrischer Ströme. 


S 62. Das magnetische Feld linearer Ströme, dargestellt mit 
Hülfe Ampödre’scher Flächen. 


In dem vorhergehenden Abschnitt haben wir nur das elektrische 
Feld stationärer Ströme besprochen. Wie zuerst Onsrnp und 
AMPERE fanden, üben solche aber auch magnetische Wirkungen aus. 

Am einfachsten gestalten sich die Verhältnisse beim linearen 
Strom, in dessen Umgebung sich zunächst weder ein permanenter 
Magnet noch ein magnetisirbarer Körper befinden soll. Er wird 

von geschlossenen magnetischen Kraft- 
linien umkreist; sind in Figur 20 die 

Punkte 1 und 2 die Durchstofspunkte 

des Stromkreises durch die Zeichen- 

ebene, und fliefst der Strom in 1 von 

Fig. 20. unten nach oben, in 2 dagegen von 

oben nach unten, so geben die um 

sie herum geführten, mit Richtungssinn versehenen Curven qualitativ 

den Verlauf der Kraftlinien an. Wie man aus ihr sieht, lälst 

sich der Richtungssinn der Umkreisung durch die Ampüre'sche 

Regel angeben, welche aussagt, dafs ein in Richtung des elektrischen 

Stroms Schwimmender die magnetischen Kraftlinien von rechts nach 
links vor sich vorüberziehen sieht. 

Ein magnetisches Feld mit geschlossenen Kraftlinien läfst sich 
nicht durch eine Potentialfunction darstellen; das letztere ist nur 
möglich, wenn das Linienintegral der Kraft für jede geschlossene 
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Curve verschwindet. Hier ist es aber offenbar von Null verschieden, 
wenn man es für eine der geschlossenen Kraftlinien bildet. Nun 
wollen wir aber zunächst einmal festsetzen, dafs wir nur solche ge- 
schlossene Curven in Betracht ziehen, welche eine bestimmte, vom 
Stromkreis umrandete, sonst aber beliebig ausgewählte Fläche nicht 
durchsetzen. Die Erfahrung zeigt, dals für alle diese das Linien- 
integral Null ist. Nun macht aber die genannte Fläche — man 
nennt sie die Amrpüre’sche — aus dem den Stromkreis umgeben- 
den zweifach zusammenhängenden Raum einen einfach zusammen- 
hängenden. In dem letzteren können wir also die magnetische 
Kraft wiederum aus einer Potentialfunction ableiten. An der 
Aurhnw'schen Fläche findet dabei natürlich ein Potentialsprung 
statt; die fragliche Potentialfunction ist also die einer Doppelschicht. 
Nun ist die Kraft an diesem physikalisch gar nicht vorhandenen 
Gebilde selbstverständlich ebenso stetig, wie an anderen Stellen des 
Raumes. Nach $ 19 hätte eine Doppelfläche von veränderlichem 
Moment aber Unstetigkeit der Tangentialcomponenten zur Folge. 
Der lineare elektrische Strom ist also einer Doppelfläche von con- 
stantem Moment Aquivalent. 

Nur in einem Punkte versagt die Aequivalenz, Stellt man sich 
die Doppelschicht als aus zwei entgegengesetzt gleich geladenen 
Flächen bestehend vor, so findet man für das Linienintegral der 
magnetischen Kraft auch dann den Werth 0, wenn der geschlossene 
Integrationsweg die Fläche durchsetzt. Das Curvenstück zwischen 
den Belegungen compensirt alle übrigen, denn wenn man die Be- 
legungen bei constantem Moment immer näher an einander rücken 
läfst, so nimmt auch die Kraft in dem Zwischenraume über alle 
Grenzen zu. Dagegen ist die Feldstärke in der AmrtrE' schen Fläche 
natürlich ebenso wie sonst im Raum endlich, Will man also die 
Beziehung, dafs die Differenz der Potentialwerthe im Anfangs- und 
Endpunkt dem Linienintegral der Kraft gleich ist, beim linearen 
Strom allgemein aufrecht erhalten, so muſs man jedesmal, wenn der 
Integrationsweg die Amrtre’sche Fläche durchsetzt, zur Potential- 
function eine Constante hinzufügen, welche dem an ihr stattfindenden 
Potentialsprung an Gröfse gleich ist; welches Vorzeichen man ihr 
zu geben hat, hängt von dem Sinn ab, in welchem man die Fläche 
durchschreitet. Dann wird die Potentialfunction zwar überall stetig, 
aber um ganze Vielfache dieser Constanten mehrdeutig. Wir werden 
im Folgenden der eindeutigen Potentialfunction der äquivalenten 
Doppelschicht meist den Vorzug geben; da wir diese, abgesehen 
von der Randcurve, beliebig wählen können, dürfen wir den Punkt, 

H. v. Heusuortz, Theoret, Physik, Bd, IV. 21 


322 DRITTER THEIL. 8 62 


in welchem wir das magnetische Feld untersuchen, stets als aufser- 
halb der Fläche befindlich ansehen. 

Die Potentialfunction einer Doppelfläche haben wir schon in 
8 19 berechnet; wir wollen sie aber, um einen anderen Weg kennen 
zu lernen, hier noch einmal aus dem Green’schen Satz ableiten. 
Da magnetische Ladungen nirgends auftreten, mufs sie überall der 
Differentialgleichung 

A p=0 


genügen und abgesehen von dem Sprung an der Doppelfläche, den 
wir in Anschlufs an früher gebrauchte Bezeichnungen mit 4 M 
bezeichnen, endlich und stetig sein. Das letztere gilt auch für ihre 
Ableitungen, freilich mit Ausnahme der vom elektrischen Strom 
durchflossenen Curve. Denn berechnen wir das Linienintegral 
der magnetischen Kraft für einen Kreis vom kleinen Radius 9, 
dessen Mittelpunkt in der Stromeurve liegt und dessen Ebene zu 
der Richtung der Curve in diesem Punkt senkrecht ist, so muls 
man nach dem Gesagten den allen die Stromcurve umschlingenden 
Integrationswegen gemeinsamen, also von o unabhängigen Werth 
finden. Dazu ist erforderlich, dafs die in der Peripherie liegende 


Componente der Kraft mit abnehmendem o wächst wie 1 Da- 


gegen bleibt die in Richtung von o weisende Componente endlich 
und stetig; bilden wir nümlich für die Oberfläche eines die Strom- 
curve umgebenden Fadens vom Radius o das Flächenintegral 


so mufs es, da die Stromcurve wegen der Aequivalenz des Stromes 
mit einer Doppelfläche keine magnetische Ladung trägt, Null sein. 


Würde aber 95 für sehr kleine Werthe von ọ sehr groſs, so mülste 


es für die ganze Fadenflüche aus Symmetrie dasselbe Vorzeichen 
haben, das Integral wäre also sicher von Null verschieden. Daraus 
ist zu schlielsen, dafs 92 auch bei beliebiger Annäherung an die 
Stromeurve endlich bleibt. Schliefslich mufs / im Unendlichen 


mindestens wie = Null werden, seine Ableitungen mindestens 
wie Se 
2 
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Wir wenden die Grerx’sche Umformung auf das über den ge- 
sammten Raum gebildete Integral 


1 1 
25 p îr 2 EE 
IIe 9% Zu 9 ge ar 
E= FU- PFE U 
ist; auszuschlieſsen sind nur die Unstetigkeitsstellen der Functionen 


an, wo 


p und ` und ihrer Ableitungen. Dementsprechend sind als Grenzen 


des Integrationsgebietes zu betrachten 1. die beiden Seiten der 
Doppelschicht; 2, die Oberfläche des die Stromcurve umgebenden 
Fadens, dessen Radius o man schliefslich unter alle Grenzen ab- 
nehmen läfst; 3. eine Kugel vom Radius o um den Unstetigkeits- 


punkt £, , F der Function 5 auch hier geht man schlieſslich zur 


Grenze o = 0 über; 4. die unendlich ferne Fläche, diese spielt 
aber wegen der Voraussetzungen über das Verhalten von p auf 
ihr keine Rolle. 

Das genannte Raumintegral ist nun wegen 4% = 0 gleich 


3 0 
r On,’ 


andererseits wegen 47 = 0 gleich 


3 

Se 

Uess 
n, ist die in das Integrationsgebiet hinein weisende Normale. Beide 
Integrale sind für die gesammte Begrenzung zu bilden. In dem 
ersteren verschwindet der Antheil der Doppelfläche, weil auf ihren 
beiden Seiten > denselben, 772 entgegengesetzt gleiche Werthe hat; 

i 


es verschwindet ebenso der Antheil der Fadenoberfläche im Grenz- 
fall ọ = 0, weil dann die Ausdehnung des Integrationsgebietes 0 
wird, und die zu integrirende Function 
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endlich bleibt; es verschwindet endlich auch der Antheil der um 
den Punkt E, , £ beschriebenen Kugelfläche, weil dort 


ds Op Vu 355 
— De 92 % GEET 


(das letztere Integral soll über das Volumen der Kugel ausgeführt 
werden) wegen 4% = 0 verschwindet. Daraus folgt, dals auch 


N 


ist. Hier beträgt aber der Antheil der Doppelfläche 


wenn die Normale n von der negativ geladenen Seite 1 zu der 
positiven Seite 2 weist; der Antheil der Fadenfläche verschwindet 
freilich im Grenzfall wieder, da auch hier der Integrand endlich 
bleibt; dagegen liefert die Kugel im Grenzfall o = 0 den Beitrag 


al 
E r 


so daſs man die Gleichung 
al 


EEN EE (230) 


erhält; sie ist identisch mit (68). 

Das Flächenintegral in dieser Formel ist über die Ampiire’sche 
Fläche zu bilden, deren Form und Lage, von der Randcurve ab- 
gesehen, willkürlich ist. Das Integral darf also nur von der letzteren 
abhängen. In der That ist 


F 1 
d r ds Gr ds 
8 5 — — Ze äer 008 0 n); 


— ds cos (r, n) ist aber die Projection von ds auf eine um den 
Punkt E, o, C beschriebene, durch den Ort von ds hindurchgehende 
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Kugelfläche, — 2 cos(r,n) defshalb der körperliche Winkel dQ, 


unter dem ds vom Punkt E J, £ aus gesehen wird, und zwar ist 
dQ positiv, wenn ds diesem Punkt die positiv geladene Seite 2 
zuweist; denn dann ist cos (r,n)< 0. Führt man die Integration 
über d aus, so findet man unter Fortlassung des jetzt überflüssigen 


Index von p 
= M, (2308) 


wo Q die gesammte perspectivische Ausdehnung oder den körper- 
lichen Winkel (Kegelecke) der Amriire'schen Fläche für einen Be- 
obachter im Punkt E n, F be- 


deutet. Flächenelemente ds, welche 2 

wie in Figur 21 die Elemente ds, 

und ds, unter gleichen, aber mit 

entgegengesetztem Vorzeichen zu 

nehmenden Winkeln d Q erscheinen, ir 
heben sich bei dieser Integration ZE 
gegenseitig auf. Daher hängt 2 FR 
thatsächlich nur von der Form ` Cat 

und Lage der Stromcurve ab. Ist Fig. 21. Fig. 22. 


der Werth, dem 2 zustrebt, 
wenn man sich einem Punkt der Amr&re’schen Fläche von der 
positiven Seite beliebig nähert, so ist (siehe Figur 22) 


D we NM 


der Grenzwerth für eine Annäherung von der negativen Seite her. 
Der Potentialsprung beträgt demnach 


M(Q — Q") = A4 M, 
was uns zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zurückführt. 
Noch eine andere Deutung läfst Gleichung (230) zu. > ist die 
Potentialfunction eines magnetischen Einheitspoles im Punkt , , C 


1 
85 
r ` 
ur ` ? e . 
. Pr also die von der negativen zur positiven Seite der AMPÈRE 


schen Fläche weisende Componente seiner Feldstärke und 


* 
I 
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die Anzahl der Kraftlinien, welche er von der positiven zur negativen 
Seite durch die Amr&rr’sche Fläche entsendet; als positiv zählt also 
eine Kraftlinie, wenn sie in der entgegengesetzten Richtung wie die 
vom Strom herrührenden Kraftlinien die Fläche durchdringt; Kraft- 
linien, welche sie zweimal in entgegengesetztem Sinne schneiden, 
zählen nicht mit. Gleichung (230) sagt also aus, dals p der 
Anzahl der Kraftlinien proportional ist, die ein Einheitspol im 
Punkt F, a, C durch die Stromeurve hindurch schickt. Da das 
Potential einer Reihe von Magnetpolen m in Bezug auf das magne- 
tische Feld des Stromes 


1 
8 
Im = M a. n- (230b) 


ist, so ist sie ebenfalls proportional zu der Anzahl der Kraftlinien, 
welche das magnetische System durch die Stromcurve sendet. Arbeit 
wird nur bei einer Verrückung geleistet, welche die Zahl dieser 
Kraftlinien verändert; ihr Betrag wird durch — ôP gemessen. 
Schon in $ 52 haben wir gezeigt, dafs die Energie der Wechsel- 
wirkung eines elektrisch polarisirten Körpers mit einem elektrischen 


Felde 
Go 0 öp 


beträgt. Auf das Gebiet der permanenten Magnete übertragen, lautet 
dieser Ausdruck: 


Op 69 sl 
AJA ër 2 æ dy dx; 


er geht durch eine schon in § 54 benutzte partielle Integration 
unter Berücksichtigung von (198) über in: 


r=-fff ðr % 6 Jl 
5085 + dy ar dæ dy dx de ꝙ , 
i I ſ ona IT 


Versteht man unter p die Potentialfunction eines linearen Stromes, 
unter w und m’ die scheinbare Ladung eines Magneten, so giebt 
der letztere Ausdruck die potentielle Energie ihrer Wechselwirkung. 

Wie wir nun soeben sahen, ist p mehrwerthig, wenn wir volle 
Umläufe um die Stromcurve mit in Betracht ziehen; führen wir den 
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Magneten einmal um den Strom herum in seine alte Lage, so durch- 
schneidet jeder Theil von ihm einmal die AurERwsche Fläche, so dafs 
in der letzten Gleichung überall die Constante + 4a M zu p hinzu- 
gefügt werden mufs. Dadurch wird aber P nicht geändert, da nach 
$ 49 die gesammte freie Ladung des Magneten 


Ulvdednds . ſ dem = 0 


ist. P ist also trotzdem einwerthig, d. h. eine dauernde Kreis- 
bewegung des Magneten um den Strom kann nicht von selbst 
eintreten. 

Anders aber, wenn sich ein Theil des Stromleiters mit den 
Magneten bewegt. In Figur 23 sollen X, und K, zwei metallische, 
kreisförmige und gleichgrofse Gleitschienen 
sein, denen der Strom durch die Drähte D, 
und D, zugeführt wird. Um ihre gemeinsame 
Axe A kann der Magnet M rotiren, dessen 
positives Ende zwischen den Gleitschienen 
liegt, während sein negatives Ende sich noch 
über der oberen von ihnen befindet. Die 


Drähte d, und d, sind mit ihm fest ver- 
bunden; sie gleiten auf X, und K, und 


schliefsen den Strom durch die ebenfalls 
leitende Axe. 

Die Ampüre’sche Fläche ist hier deformir- 
bar; rechnet man zu ihr das Rechteck, von 
dem di, A und d, drei Seiten sind, so besteht ihre Deformation 
darin, dafs sie sich bei einer Drehung der beweglichen Theile des 
Apparates um Stücke der durch X, und X, gehenden Oylinderfläche 
vergrölsert oder verkleinert. Bei einer vollen Umdrehung kommt 
die ganze Cylinderfläche einmal hinzu. Für einen am positiven 
Ende des Magneten befindlichen Beobachter nimmt ihre perspec- 
tivische Ausdehnung Q dabei zu, und zwar fast um +4, wenn 
der Cylinder recht lang und schmal ist, so dafs seine Grundflächen in 
ihrer perspectivischen Ausdehnung verschwindend klein sind; be- 
findet sich der Beschauer aber am negativen Ende, so ändert sich 2 
für ihn fast gar nicht. Für den einen Theil des Magneten ist 
demnach 


ge e M A 


mehrwerthig, für den anderen nicht. Dann ist auch P mehrwerthig 
und kann bei dauernder Rotation in infinitum abnehmen; die 
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ponderomotorischen Kräfte, welche stets eine Abnahme von P 
herbeizuführen streben, führen mithin den Magneten dauernd im 
Kreis herum. 

Um schliefslich ein Beispiel für die Verwendung von (280a) zu 
geben, fragen wir nach der magnetischen Kraft, welche ein Kreis- 
strom vom Radius R in einem Punkt seiner Axe hervorruft. Sie 
kann aus Symmetrie nur in der Richtung der Axe liegen; daher 
brauchen wir auch nur für Punkte der Axe zu bestimmen, Ist E 
der Abstand eines solchen vom Kreismittelpunkt, so ist 


R 

% = arctg — 

VI 

der Winkel, welchen der von ihm nach einem Punkt der Stromcurve 
gezogene Radiusvector mit der Axe bildet, so dals 


Q = zs [sinade = 22 (1 — cos ) = „ü- 
0 
$ 
D = 2=2 M 1—- —— D 
hie r | VI E 
und die magnetische Feldstärke 


5% 21 M R. 

GE y LES b g” 
wird. Bei der Tangentenbussole benutzt man diese Gleichung zur 
Bestimmung von M, indem man die Ebene des Kreisstromes in den 
magnetischen Meridian stellt und mit Hülfe einer kleinen Magnet- 
nadel die Richtung der Resultante aus der bekannten Horizontal- 
intensität des erdmagnetischen Feldes und der magnetischen Kraft 
des Stroms beobachtet. Der Winkel zwischen ihr und dem Meridian 
giebt in seiner Tangente das Verhältniſs der beiden Kräfte an. 

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Stromstärke definirt 
als die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt des Stromleiters 
hindurchgehende Elektricitütsmenge. Daraus ergiebt sich eine Mög- 
lichkeit, die Stromstärke elektrostatisch zu messen, da wir.Elektricitäts- 
mengen in absolutem Maals bestimmen können. Eine andere 
Methode, Stromstärken wenigstens relativ zu messen, beruht auf dem 
Fanabax'schen Gesetz, dals die Quantität der an der Grenze elektro- 
lytischer Leiter ausgeschiedenen Stoffe der hindurchgesandten Elek- 
tricitätsmenge, also der Stromstärke und der Zeit proportional ist, 
während welcher der Strom wirkte. Unabhängig davon können wir 
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jetzt den Strom durch seine magnetischen Wirkungen bestimmen. 
Das sogenannte elektromagnetische Maafssystem setzt seine Intensität 
gleich dem Moment M der äquivalenten Doppelfläche. Erfahrungs- 
gemäfs ist der so bestimmte Werth Z „ proportional zu dem elektro- 
statisch gemessenen, I.. Die Dimension des Proportionalitätsfactors 
findet man aus der Ueberlegung, dals M das Product einer Flächen- 
dichte und einer Länge, also auch 


I. = [M L TY 
ist; dagegen ist (siehe § 6!) 

I, = [AŻ L? 9 
daraus folgt 

2 = LU ECH ’ 
der Proportionalitätsfactor A ist der Dimension nach eine Ge- 
schwindigkeit. Die Versuche von W. WBurn und R. Konurausı u 
ergaben A als gleich der rund 3.10 cm. sec.! betragenden Licht- 
geschwindigkeit im Vacuum und zwar stimmten die beiden Werthe 
mit einer Genauigkeit überein, die zu der Annahme zwang, dals dies 
nicht auf einen Zufall, sondern auf einen tiefgehenden Zusammen- 
hang zwischen elektromagnetischen und optischen Erscheinungen 
zurückzuführen wäre. Der Maxweut'schen Theorie zufolge sind 
geradezu die optischen Erscheiuungen rein elektromagnetischer Natur, 
wie wir weiter unten sehen werden. 

Natürlich hat diese Veränderung der Stromeinheit die Ver- 
änderung der anderen elektrischen Einheiten zur Folge. Nicht nur 
die Stromdichte und die Elektricitätsmenge, deren Beträge sich wie die 
der Stromstärke von dem einen in das andere Maalssystem um- 
rechnen, sondern auch die elektrische Feldstärke, der Widerstand 
und die Leitfühigkeit werden hierdurch betroffen, wenn anders man 
nicht die Werthe der in den Gleichungen (229) bis (229f) auf- 
tretenden Energiequanten ändern will. Dies wäre aber unpraktisch, 
da die Energie sich unabhängig von allen elektrischen Methoden 


in absolutem Maals bestimmen läfst. Nach (229b), (229d) und (229f) 
ist defshalb 


d 
u Kee T = 42 Ta = 1 T] 


1 4 
, B, I HA Le 
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Das Coprounsche Gesetz lautet im elektromagnetischen Maafssystem 
E A8. 
r? 


Wir wollen im Folgenden der Einheitlichkeit wegen das elektro- 
statische Maalssystem beibehalten, obwohl die Einführung des elektro- 
magnetischen die Formeln dieses Abschnitts vereinfachen würde. Die 
Gleichungen (230), (230a) und (230b) lauten dann bei Einführung 
der Stromstärke J 


1 r 1 
= — 1 — d 
v1 II Siem I2 (280c) 


I Ki 
WEE 1 $ (230) 


§ 63. Das magnetische Feld eines linearen Stroms, dargestellt 
durch Integrale über die Stromcurve, Die Rückwirkung einer 
magnetischen Feldstärke auf den Stromleiter. 


Aus der Formel (230b) wollen wir jetzt allgemein die mag- 
netische Kraft berechnen. Dazu mülsten wir eigentlich dem 
Punkt F, C eine Verschiebung —dg ertheilen. Da es aber nur auf 
seine relative Lage zum Stromleiter ankommt, können wir statt 
dessen dem letzteren die Verschiebung + do geben, deren Pro- 


jectionen auf die Coordinatenaxen da, db, de heilsen sollen; Ee ist 


dann die in Richtung von dg weisende Kraftcomponente am Ort E, 7, C. 
Zunächst aber müssen wir, um Vorzeichenzweideutigkeiten zu 
vermeiden, eine Bestimmung über die Lage der drei Coordinaten- 
axen zu einander machen; diese ist nämlich 
durch die Forderung der Rechtwinkligkeit nicht 
eindeutig bestimmt, man bekommt aus einem 
System ein anderes, welches sich durch keinerlei 
Drehungen mit dem ersteren zur Deckung bringen 
lälst, wenn man den Richtungssinn der einen Axe 
y umkehrt. Wir setzen nun fest, dafs im Fol- 
BEAS genden stets die à-Axe für einen in der posi- 

tiven y-Richtung blickenden Beobachter nach oben weisen soll, wenn 
die a-Axe vor ihm von links nach rechts vorüberführt (siehe Figur 24). 
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Ferner rechnen wir das Linienelement d? der Stromeurve, dessen Pro- 
jectionen auf die Axen d, dy, dx heilsen sollen, positiv in der Strom- 
richtung und fassen seinen Abstand r vom Punkt F, , C als einen 
von dem letzteren fort weisenden Vector auf, wie wir es auch bisher 
thaten. 


Bei der Verschiebung um d beschreibt das Linienelement d! 
eine Fläche von der Gröfse 


di d sin (dl, dq), 
deren Projectionen auf die Coordinatenebenen gleich 


dy da 
db de 


| dx dæ 
45 da 


’ D 


S 


dæ dy 
da db 


sind. Seine Projection auf die um den Punkt E, a, C beschriebene, 
durch den Ort von di hindurchgehende Kugel ist also 


dr dy dx 
da db de 
cos lr, al cos ,) (cosr,x) 


ie 


und die entsprechende Veränderung von Q, der perspectivischen 
Ausdehnung der Aurtnn'schen Fläche, 


1 dr dy da 
d = 4 = da db de 
cos (,) cos(r,y) eos (r, a) 


Das Vorzeichen, welches zu wählen ist, ist entweder stets das 
positive oder stets das negative. Diese Frage läfst sich daher an 
einem Beispiel beantworten. 

Die Stromeurve liege in der zx-Ebene, d} weise in die positive 
x-Richtung, dg in die positive x-Richtung, während 7 < 0 sein soll; 
dann ist 

d zu dy=0 da = 0 
da = 0 db = 0 do >0 


und 
cos (r, /) > 0; 
demnach 
dx dy dx 
da db de = — dæ de cos (r, % 0. 


cos (, ) cos (r, )) eos (r, ) 
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Liegt ferner, wie in der Figur 25, dl im tiefsten Punkt der 
Stromeurve, so kehrt die Amrsre’sche Fläche dem Beschauer in 
£, ½ & die positive Seite zu; denn innerhalb der Stromcurve durch- 
stolsen nach der Amp&rr’schen Schwim- 
merregel die Kraftlinien in der auf ihn 
zuführenden Richtung die »x-Ebene. 
Daher ist 2>0, und da es durch die 
Verrückung von dl um do dem ab- 
soluten Werth nach abnimmt, d Q < 0. 
Läge dl im höchsten Punkt, so wäre 
Q< 0, nühme aber, absolut genommen, 
zu. Also gilt in der letzten Gleichung 
für dQ das Vorzeichen + und wir finden durch Integration nach 
dl über die ganze Stromcurve: 


0 Ifi 
97 4 4/5 


Die Kraftcomponenten nach den Coordinatenrichtungen ergeben sich 
hieraus, wenn man dg der Reihe nach mit da, db, de identificirt; 
so erhält man: 


dl 


Fig. 25. 


dr dy dx 
da db do 
o (r,) cos(r,y) cos (r, d 


ð It r J. — 1 * — 
1 1 
de 1 r „if _ 2$ ) (231) 
det (gf? 3 4 | Gë S 


Die Form dieser Gleichungen legt es nahe, dem Stromelement di 
an den berechneten Kraftcomponenten die Antheile 


8 68 DAS BIOT-SAVART'SCHE GESETZ. 333 


West sf ndz E gdy] 


od © 


E 

I 

— — 
. 
|» 8 1 — 


a 


e re T (281a) 


M= 


— — 
— — 
V 


D 0 — 


1 1 

r r I 
Naila” ga 4% =I le Day -u da] j 
zuzuschreiben. Doch ist dieser Schluſs keineswegs zwingend; viel- 
mehr verträgt sich mit (231) jeder Zusatz zu (281 a), der bei der 


Integration über eine geschlossene Curve verschwindet. Stellt man 
sich aber auf den Standpunkt der letzteren Gleichungen, so folgt 


Lr — $) + My — n+ Nz- 9 = 0 
L d + Md + Ndz = 0; 


die magnetische Kraft steht also sowohl auf der Entfernung r als 
auf der Richtung des Linienelements d? senkrecht. Ihre Gröfse be- 
rechnet man am einfachsten, wenn man bedenkt, dafs 


0 — = e 


22 
dy ds 
etc. die Projectionen des Parallelogramms aus r und di auf die 


Coordinatenebenen sind, und dafs dessen Flächeninhalt gleich 
r dlsin (r, di) ist; demnach ist 


VIF MH N = e diein . di. (281b) 


Diese Gleichung spricht das Bror-Savanr'sche Gesetz aus. Hier 
liegt der schon in der Einleitung angekündigte Fall einer Kraft 
vor, welche weder anziehend noch abstofsend, sondern im Kreise 
um di herumführend wirkt. 

Erfahrungsgemäls gilt für die Wechselwirkung zwischen statio- 


nären Strömen und Magneten das Princip von der Gleichheit von 
actio und reactio. Nach (231a) ist 


i aL aL 
Ze ENEE 
02 * D ad 


Sei 
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die x-Componente der vom Stromelement d? auf einen im Punkt £, u C 
liegenden Magnetpol m ausgeübten Kraft, 


Beer 
r Ta 


muls also die entsprechende Componente der von dem Magnetpol 
auf dl ausgeübten Wirkung sein. Nun sind aber 


die Componenten der von dem Pol m ausgehenden Feldstärke, 
also sind 
Bee ＋ 0745 — Mia) 


N- — Nda) (232) 


8 2 014 Ldy) 


die Componenten der ponderomotorischen Kraft, welche di in einem 
magnetischen Felde erführt, dessen Feldstärke die Componenten 
L, M, N hat. 

Die gilt zunächst nur für den Fall einer magnetischen Punkt- 
ladung. Liegen deren mehrere oder stetig vertheilte Ladungen vor, 
so treten in dem aus dem Princip der Gleichheit von actio und 
reactio hervorgehenden Schwerpunktssatz die vom Strom auf die 
Theile der Ladung ausgeübten Kräfte additiv auf. Folglich müssen 
sich auch die Rückwirkungen auf den Stromleiter addiren; und da 
sich die Feldstärken ebenfalls addiren, bleiben die Gleichungen (232) 
in Gültigkeit. Es folgt aus ihnen 


& dæ ＋ Ydy＋ 8d = O, 
XL +9M +8N =0, 


die ponderomotorische Kraft steht also sowohl auf dem Strom- 
element d? als der Richtung der magnetischen Feldstärke senkrecht, 
und zwar liegen Stromrichtung, Feldstärke und ponderomotorische 
Kraft qualitativ — der Winkel 9 zwischen Stromrichtung und Feld- 
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stärke beträgt im Allgemeinen nicht 5 — zu einander wie die , y- 
und x-Axe, denn wählt man 
d N O, dy = O, dæ = O, 
H O, M>0, NO, 
so wird nach (232) 
X 0 920 32 0. 


(Siehe Figur 26). Der Schwimmer, von dem die Ampire’sche Regel 
spricht, wird nach links gedrängt, wenn er in Richtung der Kraft- 
linie blickt. Der Werth der resultirenden ponderomotorischen 


Kraft ist 
R= n + M?’ -+ N?sin % dl, 


also proportional zur Stromintensität, zur magnetischen Feldstärke 
und dem Sinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels. 

Die Gleichungen (232) können zunächst 
ebenso wie (231a) nur in dem Sinn Gültig- ndeum-Wrkung. 
keit beanspruchen, dafs sie bei der Integration 
über einen geschlossenen Strom Richtiges er- 
geben. Aber während sich die von dem 
Element d? ausgehende magnetische Wirkung 
nicht isoliren läfst, ist die ponderomotorische 
Wirkung auf dł bei deformirbaren Strom- Fig. 26. 
leitern für sich allein der Beobachtung zugäng- 
lich; es zeigt sich dann, dafs die Gleichungen (232) sie richtig zu 
berechnen gestatten. 


§ 64. Die Wechselwirkung zwischen linearen Strömen. 


Da ein Strom eine magnetische Kraft hervorruft, andererseits 
von einer solchen ponderomotorische Wirkungen erleidet, müssen 
auch zwei lineare Ströme auf einander ponderomotorisch wirken. Die 
Stromstärken sollen J und J, die Elemente der Stromcurven di 
und dA, ihre Projectionen auf die Coordinatenaxen dr, dy, da und 
dë, dy, de sein; unter ©, y, x; E, n, F verstehen wir die Coor- 
dinaten ihres Orts. Schliefslich ist wie bisher ihre Entfernung, 


r = V (œ — $ + y — n)? + (2 — ET, 
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ein Vector, dem wir die Richtung vom Punkt £, J, C nach dem 
Punkt x, y, x beilegen. 

Vertauscht man in (232) I und dæ, dy, de mit J und dé, dm, 
dý und setzt für L, M, N die sich aus (281a) ergebenden Werthe, 
so findet man für die Componenten der ponderomotorischen Kraft, 
welche d? auf dA ausübt, das „Grassmann’sche Elementargesetz“: 


9 
PR (in ag + dydn Vogt 


1 1 1 

LR 5 9 

IJ r r r 
ln e- v 
(233) 


öl 
= 57 Gd + dude 44760 


el 
— 9 7 (dæ dę + dydn + 4400 


Es giebt, wie aus der Ableitung hervorgeht, eine zu dA senk- 
rechte Kraft an, welche dem Princip der Gleichheit von actio und 
reactio nicht genügt; denn di und d lassen sich nicht ohne 
Aenderung mit einander vertauschen. 

Indessen ist die Gleichung (233) in demselben Sinne hypo- 
thetisch, wie die zur Ableitung benutzte Formel (281a). Erst wenn 
man sie über die Stromcurve von I integrirt, muls sie Richtiges 
liefern. Das fragliche Elementargesetz kann man daher noch in 
weitgehendem Maaſse willkürlich gestalten. Nach Amurtre üben z. B. 
die Elemente Anziehungs- und Abstolsungskräfte auf einander aus. 
Wir wollen das Arte sche Gesetz ableiten, indem wir (233) nach 
dl integriren, das Integral durch partielle Integration umformen und 
dann wieder von der ganzen Stromcurve auf das Linienelement d? 
zurückschliefsen. 
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Wir führen diese Umformung nur an dem Ausdruck für & 
durch. Da 


Dn 
"2lra 


ege 
und 
dæ dg + dydn + dxdt = didi.cos(dl, dì) 


ist, finden wir für die æ-Componente der Integralwirkung zunächst 
den Betrag: 


2 4 757 SE 41 Saal? E aal 45 75 


+ aa |Zo Ren )ö. 


Der Integrationsweg ist eine geschlossene Curve; daher heben sich 
bei der partiellen Integration die Terme fort, welche sich auf die 
Integrationsgrenzen beziehen, und es ist 


FR. 1 


pa PRT A Bun- fe-04 R 
nitt az Ek 


7 
Ebenso ist 
T dr -e dr DEET: Ör 
ös di r 


1 
7 
Ta — é |dz * — E ðr 
Tu = o 
Er — E an 57 a. 


Bedenkt man ferner, dafs 


di 


ðr 
57 = cs (r, d) 


ab Bag? Lat cose de 
H. v. 8 Theoret, Physik, Bd. IV. 22 
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ist, so findet man für die in Rede stehende Kraftcomponente den 
Werth 


R 
n [2 (2 cos (di dA) 3 cos (r, dj cos (r, d dl. 


Zieht man endlich den Schlufs von der Integral- auf die Elementar- 
wirkung, so erhält man für die Ampiiee’sche Anziehungskraft den 
Betrag 


K 50 5 42 (2 cos (dl dà) — 8 eos / d og f, d); 284 


denn es ist ihre z-Componente 
i x 2 Ëg 
r 3 


und für die beiden anderen würden die entsprechenden Umformungen 
liefern 


dÉ Z 3 K, 8 . 


Zu einer einfachen Deutung dieser Gleichung gelangt man, 
wenn man die z-Axe parallel zur Entfernung r legt. Wegen der 
Identität 


cos (dl, då) = cos (x,d l) cos(x,dA) + cos (y, di) cos(y, dà) + cos (x, d cos (,d 
nimmt (234) dann die folgende Form an: 


== 58 I ( cos (a, di) cos (x, dA) 


+ 2 (cos (y, di) cos (y, dA) + cos (x, di) cos (x, ) 
IJ dædę + 2(dydn + dzd) 
— —— * —— 


K 


Die Componenten von di und dA in Richtung der Entfernung r üben 
demnach die Kraft 
IId dH 
3 A? 


die dazu senkrechten dagegen die Kraft 


IJ(dydn + da d 
FT 


+2 


auf einander aus. Je nachdem diese Werthe positiv oder negativ 
sind, bedeuten sie Anziehung oder Abstolsung. 
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Schliefslich wollen wir noch zeigen, dafs sich die Wirkungen 
zweier Stromkreise auf einander aus einem Potential 


IJ [f cos (dl. di 
A A Na 285) 


herleiten lassen in der Art, dafs wenn der vom Strom J durch- 
flossene Draht eine Verschiebung erfährt, deren Componenten für 
das Element dA gleich dg, ön, AC sind, die Arbeit der pondero- 
motorischen Kräfte 


far fe fx aı + on fYar+ IER =-3P 2230 


ist. (Hier ist die Bezeichnung insofern verändert, als an die Stelle 
von X, Y, B getreten ist: & did, Y) dldå, Bdld}). Dabei betrachten 
wir dE, 0%, dE zwar nicht als längs der Stromcurve constant — 
diese wird also im Allgemeinen deformirt —, wohl aber als stetig 
veränderlich. Gleitstellen sind hierdurch ausgeschlossen. 

Zu diesem Zweck gehen wir vom Grassmann’schen Elementar- 
gesetz aus. Wir setzen in (233) zunächst 


2 EE 

e kee 
SE 9 4 9 4 Kä 
ee t a Beie e 


und führen dann zur Festlegung eines Punktes auf der Stromeurve J 
den Parameter x ein, so dafs 


1 1 1 
Ee r 
91 04 dx 0x 
wird. Den gleichen Dienst leistet für die Stromeurve I der Para- 
meter k. Dann folgt aus (233) und (235) 


1 1 
EAN E 
17 Jan 7 de dg du dn 2 Zi 283a 
a ur ge "ës (5 Ak T dk dk df dk deet) 


de a dé 42 y f lan 
dk dx + a dx dk dx 
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Also wird 


ya 1 ol 
Gs de dë, dy dn „dx dt 
Des EMS E EK N Ses EE dk de dt dx 


1 (dæ dëi, dy dën ZS ab ds; 
7 (af du dt dw ' dk dz 


formen wir dann den zweiten Theil dieses Integrals durch partielle 
Integration nach x um, so findet man 


1 al 
—— 5 — 

IJ r (dx dë, dy dn dz d\, de or 

BE u Fila GER (ar a F df du "ak 45 k äs 


1 

+ô EE 1. 4 „ ay . 
dk dx dt dx di dx) dk Ôx 

1 1 

9 dr? 55 dæ dg du dn d =) dx r 
rg KE dx "dk dx dk dx dk d 


d dx; 


der Vergleich mit (233a) bestätigt unmittelbar die Richtigkeit von (286). 
Nun hatten wir soeben Gleitstellen ausgeschlossen. Es könnte 
scheinen — und thatsächlich ist dieser Einwand erhoben worden —, 
als wäre die Allgemeingültigkeit der Gleichung (236) dadurch be- 
einträchtigt. Man darf sich aber das Gleiten zweier Stücke des 
leitenden Systems nicht als unvermittelte Bewegung absolut starrer 
Körper vorstellen; denn hierbei würde jeder Stromfaden, insofern 
er aus einer continuirlichen Reihe materieller Theile besteht, zer- 
rissen werden. Erfahrungsgemäls häuft sich die Elektricität an 
solchen Stellen aber nicht an, sondern gleicht sich durch neugebildete 
Schlielsungen sofort aus. Wir müssen delshalb die beiden Enden 
des materiellen Theils des Stromfadens nicht als Enden der Leitung 
überhaupt, sondern als durch ein äufserst kleines, von materiellen 
Theilen freies Stromfadenelement verbunden denken. In diesem 
Sinne läfst sich unsere Rechnung durchaus aufrecht erhalten. 
Thatsächlich kommt eine wirkliche Unstetigkeit der Bewegung 
in der Natur nicht vor. Vielfach mufs man, um zu grolse Reibung 
zu vermeiden, zwischen die Enden der festen, an einander „gleiten- 
den“ Theile der Leitung eine Flüssigkeit bringen. Jede reibende 
Flüssigkeit haftet mit ihrer Grenzschicht aber fest an der Wandung, 
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vermittelt also die Stetigkeit der Bewegung, Und wo es keine 
Flüssigkeit thut, erzeugen fast continuirlich überspringende Funken 
Metalldampf, welcher ebenso wirkt, und vermeidet man auch diese, 
indem man die gleitenden Körper fest gegen einander prefst, so 
entstehen durch gegenseitige Abschleifung Uebergangsschichten. 

Historisch sei bemerkt, dafs Hrumnortz an Stelle des Nev- 
mann’schen Potentials (235) früher?) ein anderes benutzte, welches 
entsteht, wenn man zu (235) die Identität 


a. SP Te 
dek e Cl d Aar A, 
wo k eine unbestimmte Constante ist, hinzuaddirt. Da, was hier 
nicht bewiesen werden soll, 


6 1 
Nr (cos (r, d1) eos (r, dA) — cos (dl, di) 
ist, findet man die Formel 


P=-— T aS- IL + k)cos(dl, di) U —k)cos(r, dl) cos(r, dA)] dl dA. 


Wir werden von ihr keinen Gebrauch machen. 

Wollte man nach (236) das Potential eines linearen Stromes 
auf sich selbst berechnen, so erhielte man keinen bestimmten Werth, 
weil r = (0 wird, wenn dl und då mit einander identisch werden. 
Zu diesem Zwecke mufs man unter allen Umständen die räumliche 
Vertheilung des Stromes berücksichtigen. 


8 65. Das magnetische Feld räumlich vertheilter Ströme. 


Ein räumlich vertheilter Strom läfst sich als aus Stromfüden 
bestehend betrachten, deren jeder einen linearen Strom repräsentirt, 
die Anwendung der Gleichungen (231) also unmittelbar zuläfst. Man 
braucht nur über alle Stromfäden zu integriren, um die magnetische 
Kraft der räumlichen Strömung zu finden. An die Stelle der Strom- 
stärke J tritt dabei das Product aus der Stromdichte 9 (Compo- 


1) Zur Zeit dieser Vorlesung betrachtete Hermuorrz selbst den nach ihm 
benannten Ausdruck für das Potential P als veraltet, wie aus seinem Notiz- 
buch hervorgeht. Der Herausgeber. 
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nenten: u, v, w) und dem senkrechten Querschnitt dQ des Strom- 
fadens, es wird also 


Idl=qdQdl 
Idæ = Idi cos(x, dl) = q cos (x, dl)dQdl = udQdl 
etc. 


Hier ist dQdl ein Volumelement des Stromleiters, freilich von be- 
sonderer Form, da ja dl in Richtung der Stromröhre liegt. Bei der 
Integration über das Volumen kommt es aber nicht darauf an, wie 
wir uns die Elemente gelagert denken; wir können defshalb d@dl 
durch der dy d: ersetzen und finden so aus (231) für die Compo- 
nenten der magnetischen Feldstärke eines räumlich vertheilten 


Stromes: 
1 di di 
14.000 e d d da 
1 1 
M zS SE 
rn; II goun SCH d dy da 237) 
al 


raaj] 5 ek 
= — Eet E T 
A Dy“ 52 v | dedydı. 


Hier ersetzen wir die Differentiation yon L. nach x, y, x durch die 
e r 

nach F, C. Da diese Coordin 

constante Parameter sind, könn 

tegration und Differentiation u 


aten bei der Integration nach æ, y, % 
en wir dann die Reihenfolge von In- 
mkehren und erhalten: 


ERW E 
On — JE 
OU om 
SS TA ees 237a 
. 95 237 a) 
V- BE op 
wenn dë 5 


* di v 
70 / Tad, (238) 
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ist. Die Gröfsen U, V, W berechnen sich, abgesehen von dem 
1 : 
Factor ＋ aus den Componenten u, v, w des Vectors q wie das 


scalare Potential p aus der scalaren Raumdichte der elektrischen 
Ladung. Man kann sie selbst als die Componenten eines Vectors 
betrachten, den man als das Vectorpotential der Stromdichte be- 
zeichnet, Denkt man sich einem Continuum eine unendlich kleine 
Verrückung ertheilt, welche in jedem Punkte dem dort herrschenden 
Vectorpotential gleichgerichtet und an Gröfse proportional ist, so 
sind die Terme (siehe Band II dieser Vorlesungen, 8 9) 


W OE oU ðw ðv 0 
ën ` GEI. GE f ‚ 


proportional den Drehungen, welche ein Volumelement um die =, 
die y- und die x-Richtung erfährt; sie sind die Componenten eines 
neuen Vectors, welchen man dieser Analogie halber als den Wirbel 
oder Curl des Vectors U, V, W bezeichnet. Die magnetische Feld- 
stärke ist nach (237a) gleich dem Wirbel des Vectorpotentials der 
Stromdichte. 


Wir bilden nun die Wirbelcomponenten der Feldstärke selbst; 
aus (237 a) folgt für die z-Componente: 


ON ðM ` d (U, Y Om 
elei Set acl-Ap 


Nach (238) ist aber 


4 * 1 


AU=— 
e A 


(238a) 
und 


ëm 


hier ist über den ganzen Raum zu integriren, soweit er vom Strom 
durchflossen ist. Setzen wir nun wiederum 


— 9 5 95 
SÉ * FR d dy da; 


1 1 
E 9 


= 
N ape 


so können wir partiell integriren, wobei ein Flächenintegral über 
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alle Unstetigkeitsflächen der Stromdichte auftritt; die Grenze des 
Stromgebietes gehört auch dazu: 


ôU Or op 
N äs N 


ðv ðw 40 
d w 
len EE 


Nach (218a) und (218 b) ist aber beim stationären Strom: 


ĝu ðv ðw 
Ze Oy 7: a 
A EN 
Also ist auch . 
U GJ OH 
TT 288 b 
a 557 +7 0 ( ) 


und wir finden für den Wirbel der magnetischen Kraft die Glei- 
chungen: 
ON OM As 


ERR ER Wë 

EE (239) 
Å 

M ôL in, 

GE On 4 


Der Wirbel der magnetischen Kraft ist gleich dem 4 r-fachen der 
elektromagnetisch gemessenen Stromdichte; aufserhalb des Strom- 
gebietes verschwindet er; dort ist also die Bedingung erfüllt, unter 
welcher man die magnetische Kraft durch Differentiation aus einer 
scalaren Potentialfunction ableiten kann; innerhalb des Stromgebietes 
ist dies nicht möglich. Für die Divergenz der Kraft folgt aus (287a) 


ÖL GH ON 
art GER * = 0; (289a) 


magnetische Raumladungen treten nicht auf; und da nach (238) 
(vgl. § 11) die ersten Ableitungen von U, V, W überall stetig sind, 
gilt dasselbe nach (237a) von den Componenten der magnetischen 
Kraft, so dafs auch Flächenbelegungen ausgeschlossen sind. Die 
Kraftlinien laufen daher alle in sich zurück. 

Auf demselben Wege, wie von (231) und (237), gelangt man 
von (282) zu den Gleichungen für die ponderomotorische Kraft, 
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welche das Volumelement dr du dr des stromdurchflossenen Leiters 
im magnetischen Feld von der Feldstärke L, M, N erfährt: 


& = wo — Mu)dzdydz 
- L N 
9=— (Lw — Nu)dzdydz (240) 


= 1 Dir — L dæ dy da). 


Und ebenso läfst sich die Gleichung (235) für das NuunaAxx'sche 
Potential zweier Ströme auf einander übertragen. Giebt man den 
Componenten der Stromdichte und den Coordinaten in dem einen 
von beiden zur Unterscheidung den Index 1, so findet man, da 
did). cos (did = dxd$+dydn-+dzd£ist, und IJ (dx dE du dg da dt) 
durch (uu, Lem + ww)dedydadz, dy, dx, ersetzt werden muls: 


P=-— HE (wu, + vv, + ww,)dedydz dx, dy d; (241) 


oder wenn man nach (238) das Vectorpotential U), V}, W, der 
Strömung u, v w, einführt 


P=- IN (Uu + Viv + Wi 1% de d dx. (241a) 


Will man das Potential eines Stromes auf sich selbst berechnen, so 
erhält man jetzt, da nach (288) Ui, Ii, W, überall endliche Func- 
tionen sind, einen bestimmten Werth; man muls nur in (241) die 
Integrationen nach de du d: und dx, dn, da: über dasselbe Strom- 
gebiet ausführen. Dabei zählt man freilich zunächst jedes Paar von 
Volumelementen doppelt, indem einmal das Element 1 unter der 
Bezeichnung de dad: und das Element 2 unter der Benennung 
dx, dy, dx, auftritt, das andere Mal umgekehrt. Um dies auszu- 
gleichen, setzt man den Factor } dazu und findet so für das 
Selbstpotential eines Stromsystems: 


1 1 
P -zaf SSS S S rton eigent dx, dy, dx, 
AH, Vv + Ww)dædy da; 


(241 b) 
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denn den Index 1 kann man in der letzten Gleichung, wo U, V, W 
die Componenten des Vectorpotentials der Strömung u, v, w selbst 
sind, fortlassen. Diese Formel umfalst natürlich auch den Fall, 
dals das Stromsystem aus mehreren unabhängigen Strömen besteht. 
Sie erinnert in ihrem Aufbau an die Gleichung (210a) für die 
Energie eines elektrischen Feldes; denn dort wird über das Pro- 
duct aus der Dichte der Ladung und dem aus ihr abgeleiteten 
Potential integrirt, hier über die Summe der Producte aus den 
Componenten der Stromdichte und denen ihres Vectorpotentials. 
Freilich hat (241b) das negative Vorzeichen (vgl. $ 68). 


& 66. Der Stokes’sche Satz. 


Treten aufser den elektrischen Strömen noch permanente Magnete 
als Ursachen des magnetischen Feldes auf, so superponirt sich zu 
dem Feld der Ströme das durch die Potentialfunction ꝙ darstellbare 
Feld der Magnete; an die Stelle der Gleichungen (237 a) tritt dann 


n 06 Gë 
FOU ee 

Ruine (242) 
88 OU de 
5 A 8 


Bildet man die Wirbelcomponenten 97 — 55 
die Differentialquotienten von o fort, so dafs (239) in Gültigkeit 
bleibt, bildet man die Divergenz, so verschwinden dagegen die Diffe- 
rentialquotienten des Vectorpotentials und man findet statt der 
Gleichung (239 a) 


etc., so heben sich 


ôL ðM ON 
DE tag ETAN: (242 a) 


Wir wollen jetzt annehmen, dafs der Vector L, M, N, von dessen 
physikalischer Bedeutung wir zunächst vollkommen absehen können, 
überall endlich und stetig ist und im Unendlichen mindesten wie = 
abnimmt und zeigen, dafs er dann durch Angabe seiner Divergenz 
und seines Wirbels eindeutig bestimmt ist, Stimmen nämlich zwei 
derartige Vectoren L, M, N und L, M, N’ in den Wirbeln überein, 
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so sind die Wirbelcomponenten des Vectors, der durch vectorielle 
Subtraction der beiden entsteht und die Componenten L — L, 
M M., V- N besitzt, 


ôN- Mi _ Ou — M) 
du ÖL 
Dieser Vector ist also sicher aus einer scalaren Potentialfunetion p 


ableitbar. Stimmen nun aber die erstgenannten Vectoren auch noch 
in der Divergenz überein, d. h. ist 


0 etc. 


ÖL-L) , ðM- M) . ôN- N) 
op + Ber ee . 


20, 


80 verschwindet auch die A-Ableitung der Potentialfunction o. Weiter 
wissen wir noch von der Function p, dals ihre Ableitungen überall 
endlich und stetig sind, und dafs dasselbe von ihr selbst gilt. Denn 
wäre sie irgendwo im Endlichen unendlich grofs, so müfste dasselbe 
bei den Ableitungen der Fall sein, wäre sie aber unstetig, so würde 
dies auf das Auftreten von Doppelschichten hinweisen, deren Moment 
entweder von Ort zu Ort veränderlich — dann wären die Ableitungen 
nach $ 19 unstetig — oder constant sein mülste, — dann würden 
die letzteren längs der Randeurve nach $ 62 unendlich. Ferner 
müssen nach unseren Annahmen die Ableitungen im Unendlichen 


mindestens wie d verschwinden und / mufs sich in Folge dessen 


dort mindestens wie > einer Constanten nähern, die wir, da es 


darauf nicht weiter ankommt, gleich Null setzen. Daraus folgt aber 
nach (83), dals das für den ganzen Raum zu bildende Integral 


SCE EI Ee ane 


sein muls, was nur für = 0, also auch L — L = O, M- M = O, 
N — NI = 0 möglich ist; was zu beweisen war. 

Im Allgemeinen, wenn man Unstetigkeitsflächen der Functionen L, 
M, N zuläfst, muſs man noch die Flächendivergenz und einen als 
„Flächenwirbel“ bezeichneten Vector zur Bestimmung hinzuziehen; 
doch ist damit eigentlich nichts Neues gewonnen, da man zu solchen 
Unstetigkeiten immer durch Grenzprocesse gelangen kann, 

Die Gleichungen (242) sind also die allgemeinste Darstellung 
eines überall endlichen und stetigen Vectors, welche physikalische 
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Bedeutung er auch haben mag. / ist in ihnen nach (242 a) allein 
durch seine Divergenz, U, V, W nach (238) allein durch seinen 
Wirbel bestimmt. Das Vectorpotential U, V, W ist freilich nicht 
wie p durch (242) eindeutig definirt; vielmehr kann man, da nur 
seine Wirbelcomponenten dort auftreten, seine Divergenz noch als 
beliebige Ortsfunction wählen. Setzt man sie überall gleich Null, 
so folgt aus (242) ähnlich wie im vorigen Paragraphen 


Nur unter dieser Voraussetzung bestimmt es sich aus dem Wirbel 
von L, M, N in der durch (238) gegebenen Weise. 

Als Circulationswerth des Vectors L, M, N für eine geschlossene 
Curve bezeichnen wir das Linienintegral 


frag +Mdn+Ndd) 


erstreckt über diese. Er ist Null, wenn der Vector aus einer 
Potentialfunction ableitbar ist, muls also durch den Wirbel des 
Vectors bestimmt sein. 


Um diesen Gedanken weiter zu verfolgen, betrachten wir (siehe 
Figur 27) als Integrationsweg zunächst eine beliebige, nicht ge- 
schlossene Curve œ, deren An- 


A — fangs- und Endpunkt A und B 

a heiſsen mögen; einen Punkt £, , C 

4 5 auf ihr bestimmen wir durch 

Fig. 27. den Parameter k. L, M, N 

sollen stetige und differenzirbare 

Functionen des Ortes sein. Dann variiren wir die Curve so, dafs 

wir bei constantem * die Coordinaten g, n, £ um AE, ðn, di 

wachsen lassen; nur an den Endpunkten A und B sollen diese 

Verrückungen verschwinden, Integriren wir dann längs der variirten 

Curve g von A und B und längs der ursprünglichen zurück von B 

nach A, so ist der Circulationswerth für diesen Umlauf gleich der 
Differenz ðD der Werthe, welche das Integral 


B 


B 
d je 
O= [was + Min + Nat = f (13 + ud f) 
A 4 


für die beiden Curven annimmt. 
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Nun ist aber 


A 
2 TI 4 f tar 40076 
j 
( t 5% 47 J 4 0 
f 4 9 4 7 400 57 
(L Nä, v6) Ja, 


oder wenn man den letzten Theil durch partielle Integration um- 
formt und ein wenig umstellt: 


B 


- 29 nA) 
BE -K. 


Bezeichnet man aber mit ds das Flächenstück, welches das dem 
Differential dk entsprechende Curvenstück bei der Verrückung be- 
schreibt, so ist 


` d 
dk (dn — 47 67 = ds cos (n, 4 


Al 


an (40% = Za = d s cos (n, y) 
4 (405 BE al = d s cos (n, ); 


also 
50 = [ast(5 obe 3+ E cos (m y) (243) 


6% 67 cos (n, d 


Die Integration bezieht sich auf den unendlich schmalen Streifen 
zwischen beiden Curven, daher steht nur ein Integralzeichen da; 
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und die Richtung der Normalen n ist so gewählt, dafs cos (n, ai = — 1 
wird, wenn ? 

dé 4 d D 

d 4 d 0 dr AK 0 


9620 TE 50 


ist. Die Normale und die Umlaufsrichtung, in der wir den Inte- 
grationsweg durchlaufen, liegen also zu einander wie die positive 
x-Axe und eine Drehung um sie, welche von der positiven z- zur 
positiven y-Axe führt, oder so, wie die Stromrichtung zu den sie um- 
kreisenden magnetischen Kraftlinien. 

Um nun den Circulationswerth für einen beliebigen Integrations- 
weg zu berechnen, bestimmen wir auf ihm zwei willkürlich gewählte 
Punkte A und B (siehe Figur 28). Durch diese wird er in zwei 
Theile œ und 9 getheilt. Nun ziehen wir auf einer von ihm be- 

randeten, sonst aber willkürlich ge- 

— wählten Fläche eine beliebige Curve y 

von A nach B und bilden die Circula- 

tionswerthe erstens für den von A über 

A B ß nach B und über y nach A zurück- 

führenden Weg, zweitens für den Um- 

lauf von A über y nach B und über « 

ß zurück; der zu berechnende Circulations- 

Fig. 28. werth ist die Summe dieser beiden, 

denn die zweimalige Integration über y 

erfolgt in entgegengesetztem Sinn, füllt bei der Addition also heraus, 

Fährt man so fort, so sieht man, dals man zum Ziel kommt, wenn 

man die Fläche in unendlich viele, unendlich schmale, von A nach B 

führende Streifen theilt, die Circulationswerthe d für ihre Berandung 

ermittelt und dann über alle Streifen integrirt. Nach (243) findet 
man so den Sroxes’schen Satz 


fwas + van + xig- fow- alt? -S cos (n, d 


47 (7 E 91 cos (n, y) + Ee Sal cos (n, ah 


das geschlossene Linienintegral des Vectors L, M, N ist hier in 
ein Flächenintegral über die Normalcomponente seines Wirbels ver- 
wandelt. Die der Integration zu Grunde zu legende Fläche ist dabei 
bis auf ihre Berandung beliebig gewählt. Führt man sie für zwei 
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verschiedene, aber von derselben Curve berandete Flächen durch, so 
ist die Differenz der gefundenen Werthe gleich dem Integral 


[fast Ef gei cos (n,, ©) + + (5z - E cos (, Y) 
E — 5% cos (n,, d 


erstreckt über die von ihnen gebildete geschlossene Oberfläche, wenn 
n, die in das Innere des eingeschlossenen Raumes weisende Normale 
ist. Nach dem Gauss’schen Satz läfst sich das letztere in das 
Raumintegral 


fa S SC AIS 29.212. ZZ a 


verwandeln, welches verschwindet, weil der Integrand, die Divergenz 
eines Wirbels, identisch Null ist. 

Nach (243 a) können wir für den Wirbel die Definition geben, 
dals seine zum Flächenelement ds normale Componente gleich dem 
Verhältnifs des für den Umfang von ds gebildeten Linienintegrals 


f (Ld&£ +Mdn-+ Mat) zum Inhalt von ds ist. Die analoge Defi- 
nition für die Divergenz lautet, dafs sie das Verhältnifs des Flächen- 


integrals — 1 J. ds (L cos (n; £) + M cos (n; y) + N cos (n,,2)), gebildet 
über die Begrenzung des Volumelements, zu dem Volum- 

element selbst ist. Betrachten wir nun ein Element einer 
Unstetigkeitsfläche; wir können die z-Axe seiner Nor- 

malen parallel wählen. Berechnen wir nach dieser De- 

finition die Wirbelcomponente, welche senkrecht zu einem 
unendlich kleinen, sehr langgestreckten, von der Un- as 
stetigkeitsfläche halbirten Rechteck mit den Seiten 

dë, dn ist (siehe Figur 29), so findet man unter Ver- dn 
nachlässigung des von dë herrührenden Theils des 
Linienintegrals den Werth 


(M, — M,)dn 
dt d 
Fig. 29. 
der unendlich ist wie * T Das Entsprechende geschieht, 
wenn man die Divergenz für eine unendlich kleine, sehr flache 
von der Unstetigkeitsfläche halbirte Kapsel berechnet, deren 
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Höhe de und deren Grundfläche dy dg ist; denn man findet sie 
gleich 

Lid 

dd e 


Wir wissen nun schon (vergl. § 23), dals man, um diesen unendlichen 
Werth der Divergenz zu umgehen, den Begriff der Flächendivergenz 
bildet, indem man nicht durch das Volumelement dg dN, sondern 
durch das Flächenelement dy dý dividirt. Dementsprechend gelangen 
wir zur Definition des Flüchenwirbels, wenn wir anstatt durch das 
Flächenelement d dy durch das Linienelement do dividiren. Z,—L, 
findet man so als Werth der Flächendivergenz, M, — M, und ebenso 
NM M, d. h. den Sprung der Tangentialcomponenten, als den Be- 
trag der z- und der /-Componente des Flächenwirbels. Seine 
x-Componente ist 0; seine Richtung liegt also stets in der Fläche. 
Wie aus seiner Definition hervorgeht, ist er der Grenzfall starker 
räumlicher Wirbel; machen wir im Folgenden, wie wir es thun 
wollen, von dem Princip der stetigen Uebergänge Gebrauch, so 
können wir von ihm absehen. Es sei nur erwähnt, dafs im Srorzs’- 
schen Satz im Allgemeinen zum Flächenintegral des räumlicheu 
Wirbels ein Linienintegral des Flächenwirbels hinzutritt. 

Zum Schlufs dieses Paragraphen geben wir noch zwei Beispiele 
für die Anwendung des Sroxes’schen Satzes (243 a). Verstehen wir 
unter L, M, N wieder die Componenten der magnetischen Kraft, so 
folgt aus (239) und (224) für einen den Strom I umschlingenden Weg: 


[was +Mdn Vd e a ds (u eos, ©) + vcos(n, y)-+ wcos(n, ) 


4n KE: 
Tate 


was uns zum Ausgangspunkt unserer Betrachtung zurückführt, da 


Fi die elektromagnetisch gemessene Stromstärke, gleich dem 
Moment der äquivalenten Doppelfläche ist. Das andere Beispiel 
bezieht sich auf die Deutung des Nzumann’schen Potentials für die 
Wechselwirkung zwischen einem linearen Strom I und einem be- 
liebigen Stromsystem, dessen magnetische Feldstärke mit Li, Al, Ni, 
und dessen Vectorpotential mit D, Ii, W, bezeichnet werden soll. 
Formel (241 a) ergiebt, wenn d? das Linienelement, d der Quer- 
schnitt des linearen Leiters ist, vermöge den Substitutionen 


udQdi = gdQcos(z, dd = Idz 
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für udzdydx etc. (vergleiche den Anfang von § 64) 
De 
pel dz +V, dy + W, dal, (244) 


Daraus folgt nach (248 a) und (237 a) 


AER Mieren E Gier: 
S 
| Je gar _ 970 cos (u, d 
— 4 [. cos (n, 4) + M, cos (n, y) + N, cos(n, )), 


d. h. das Potential der Wechselwirkung ist gleich der Anzahl der 
Kraftlinien, welche das Stromsystem durch die Stromcurve des 
Stromes / hindurchsendet, wenn als positiv eine Kraftlinie gerechnet 
wird, welche durch die Stromschleife in entgegengesetztem Sinne 
hindurchführt, wie die Kraftlinien des Stromes I selbst. Denn die 
Richtung von a fällt mit dem Richtungssinn der letzteren zusammen. 
Dies Ergebniſs steht in Einklang mit dem entsprechenden für die 
Wechselwirkung zwischen einem linearen Strom und einem Magnet- 
system, das wir in $ 62 ableiteten; und so muls es ja auch sein, 
wenn anders der lineare Strom einer magnetischen Doppelschicht 
äquivalent sein soll. 


8 67. Die Ampére sche Magnetismushypothese; das Vector- 
potential eines magnetischen Körpers, 


Nach (230b) ist 


ol 
I r 
e 


die Potentialfunction des magnetischen Feldes eines linearen Stromes. 
Rückt der Punkt F, / £ in eine gegen die Dimensionen der Strom- 
curve grolse Entfernung von ihr, so kann man in der Gleichung 


1 
. er } (cos (z, r) cos (x, n) + cos (y, r) cos (y, n) + cos (x, r) cos œn) 
r und seine Richtungscosinus für die Integration über die AurEHRR'sche 


Fläche als constant betrachten und findet 
H. v. Hersuorrz, 'Dheoret. Physik, Bd. Iv. 23 
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p=- leet a fas cos (n, d + COS eof fas cos (n, y) 


+ cos (r, af fas cos (n, zl ) . 


Dies ist aber die Potentialfunction eines Dipols, bei welchem 
(vgl. 190b) 


/ Nash, el, 4 Duos, Y)» 7 fe cos (n, ) 


die Componenten des Moments sind. Auf grofse Entfernungen ist 
der Strom also einer magnetisirten Molekel äquivalent. Ampire 
gründete hierauf die Hypothese, dafs aller Magnetismus auf moleculare 
elektrische Ströme zurückzuführen ist. In der That ist es dann ohne 
Weiteres verständlich, warum es nicht gelingt, positiven und negativen 
Magnetismus von einander zu trennen. Doch hat diese Vorstellung 
den Nachtheil, dafs diese Molekularströme im Gegensatz zu den 
sonst bekannten keinen Energieumsatz bewirken, d. h. weder Jortx sche 
Wärme produciren, noch durch die Arbeit elektromotorischer Kräfte 
unterhalten werden müssen. Da die Aequivalenz von Strom 
und Doppelfläche innerhalb der letzteren versagt, würde eine Be- 
obachtung des magnetischen Feldes in einer Molekel zwar die Ent- 
scheidung zwischen der Ampire’schen und der bisher angewandten 
Vorstellung zulassen; da sie aber nicht möglich ist, ist eine directe 
empirische Entscheidung überhaupt ausgeschlossen. 


Nun haben wir in $ 65 das magnetische Feld eines Strom- 
systems durch ein Vectorpotential darzustellen gelernt. Ist der aus 
magnetisirten Molekeln bestehende magnetisirte Körper aber einem 
System elektrischer Ströme äquivalent, so muls die von ihm hervor- 
gerufene Feldstärke auch durch ein Vectorpotential darstellbar sein; 
man braucht nur das Vectorpotential des Dipols zu bilden und über 
alle Dipole zu summiren. Wenn wir dies durchzuführen versuchen, 
stolsen wir auf dieselbe Schwierigkeit, die schon in $ 49 auftrat, 
dals nämlich die Magnetisirung der Molekeln eine unstetige, noch 
dazu in unbekannter Weise springende Function des Ortes ist. 
Man mufs defshalb auch hier wieder zur Mittelwerthbildung über alle 
Molekeln, die ein kleines Volumen dæ dy dz erfüllen, schreiten. Dabei 
verwischt sich aber der Unterschied zwischen den Räumen zwischen 
den Molekeln, in denen die Darstellung des Feldes durch ein Vector- 
potential möglich sein muſs, und zwischen dem Inneren der Molekeln, 
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wo dies nicht der Fall ist. So kommt es, dafs das Vectorpotential 
im ganzen vom magnetisirten Körper erfüllten Volumen die Feld- 
stärke nicht richtig wiedergiebt, während es im Aufsenraume zu 
denselben Resultaten führt, wie wenn man vom scalaren Potential o 
ausgeht. 

Wir machen von dem Princip der stetigen Uebergänge Ge- 
brauch und behaupten, dafs 


( 5% araydz 
= = ô”) 4740 4. (245) 
w- fff (5 57 aa 


die Componenten des Vectorpotentials des magnetisirten Körpers 
sind. Wir brauchen, um dies zu beweisen, nur zu zeigen, dafs im 


Aulsenraum die Componenten der Feldstärke durch die Gleichungen 
[vgl. (237 a)] 


L 9 dE 
RE." sel 
00, NOWE 
97, BÄI 
N= FF 97 


bestimmt sind, und dafs in Analogie zu (238 b) die Divergenz 


ðv orv 4 8 0 
N 
Beides sieht man leicht ein, wc) man (246) durch partielle 


al 9 4 
Integration umformt and Aann 52 mit 1 eto. vertauscht. 
* 
So findet man 


ro- SIN E WR 


23* 


ist. 
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7 
etc., also 4 n 95 
VaN OM 
on Gr 
Ges 97 F S (245b) 
*. EN ôA 
wenn man N 


10 d dj da 246) 


setzt. Allein aus der Form von (240 b) folgt, dals die zweite der 
pman dir Ee erfüllt ist, Dagegen mof man (245b) in 
245a) substituiren, um zu sehen, dafs L, M, N die Componenten 
der Feldstärke sind. Man findet go 
d (84 
1-55 (65 St +55) - 44 
Da nun aber nach (246) 


dA=— Ani, 
1 1 1 
94 OM ON k ER BS Sr 
EE 14 Ou OL JI aaa. nv af ee 
e RE 


Ge +u a te aleet 
ER Ge + SC )dzdydz 


SES (246a) 


Ke das scalare Potential des magnetisirten Körpers; siehe (198a)] 
ist, so folgt für den Aufsenraum, in welchem 4 verschwindet: 


Daa Ig 
ö 
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was zu beweisen war. Im Magneten dagegen ist 


om or 


un” BE L421 

at ðw 
2 

F 


Diese Gleichungen gelten, wenn Ströme fehlen. Sind hin- 
gegen nur Ströme als Erreger des magnetischen Feldes vorhanden, 
so ist nach (237 a) 

ðw örv 
etc., 
so dals im allgemeinsten Fall des Zusammenwirkens von Strömen 
und magnetisirten Körpern 


ër A Or v) 


LA Ani= CP "er 

* ＋ A GC ie nn (245d) 
ôV AF ðU +U 

Naina d O 2 (T+T, 


Es folgt hieraus für den vorliegenden, allgemeinsten Fall die Gleichung 


D(L A As. GU Aan GVA 4a.) 
KE dau Bet, KA 


o, (24de) 


die gemüls (201a) die Nichtexistenz wahrer magnetischer Ladung 
ausspricht. 

Aber noch in anderer Weise spielt das Vectorpotential U’, V, N 
dieselbe Rolle wie das Vectorpotential U, V, W. In $ 52 zeigten wir, 
dals das Potential der Wechselwirkung zwischen einem Dipol und 
einem durch die Potentialfunction o dargestellten Kraftfeld gleich 


60 ð p Oo 5 
WER -+ 1 59 + za, = ärch d och äh N) 


ist. Für das magnetische Feld von Strömen läfst sich dies zu- 
nächst nur beweisen, wenn sich der Dipol aufserhalb des Strom- 
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gebietes befindet; sonst existirt ja keine Potentialfunction. Liegt 
er aber im Stromgebiet, so wollen wir zunächst die Strömung in 
dem durch ihn führenden Stromfaden aufgehoben denken. Dann 
gilt die Gleichung. Stellen wir sie nun wieder her, so macht das 
für die Werthe von L, M, N nach (287a) nur unendlich wenig aus; 


at 


denn die dort auftretenden Integrale $ f f 2 —5 F de dy dæ haben die- 


selbe Form, wie in der Elektrostatik die Ausdrücke für die Com- 
ponenten der von Raumladungen herrührenden Kraft. Für diese 
wurde aber schon in § 11 der entsprechende Satz bewiesen. Also 
ist ganz allgemein das Potential der Wechselwirkung zwischen einem 
magnetisirten Körper und einem Stromsystem gleich 


P=- [far +uu+»magana. 


L, M, N sind hier die Componenten der allein von den Strömen 
herrührenden Feldstärke. Wir setzen nach (237a) ihre Werthe ein, 
wenden dann partielle Integration an, wobei Flächenintegrale wegen 
der Voraussetzung stetiger Uebergänge nicht auftreten, und finden 
80, wenn wir dann noch (238) hinzunehmen: 


SE 


+ d 5% Lan 
Ale) vl) 

lët, = 975 \aġanat 
=- Sl -t — 85 


94 
+ (0 — 9% \\aganaz d dy dx. 


Nach (245) gilt also für das Potential der Wechselwirkung mag- 
netisirter Körper und elektrischer Ströme die Formel 


. (Du + fe +W'uw)dxdydx 
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in der U’, V, ., d. h. das Vectorpotential des magnetisirten Körpers 
genau dieselbe Rolle spielt, wie LI, V, W, in der Gleichung (241 a). 
Handelt es sich demnach um die Wechselwirkung zwischen einem 
Stromsystem (u, v, w) mit einem anderen t, v, w, dessen Vector- 
potential U), P, W, ist und zugleich mit Magneten, so ist das 
Potential 


SC -ı/[fea+ D) + (V,+ V)v+ (W, + de dd 


1 ðN öM ðA ƏN 945 
“/ TAI - + 5) Gë 
* ke 5) ar au as. 

(Vgl. (248 b)] 


Für einen linearen Strom J gilt analog zu (244): 
LT ðN eu ðA ðN 
EU vi 5 Ir +3 de an 
(247a) 
ðM 6.4 
sl ae 5a. 

Dies gilt noch ohne jede Einschränkung; woher auch die Mag- 
netisirung stammen mag, immer ist — ðP die Arbeit der pondero- 
motorischen Kräfte bei einer Verschiebung des vom Strom u, v, w 
durchflossenen Leiters. Jetzt aber schlieſsen wir permanenten 
Magnetismus aus und betrachten D, i, W; als das Vector- 
potential desjenigen Antheils der Magnetisirung, der von der Strömung 
, v, w, allein inducirt ist; dann wird 


Pag (Tage nn ci 0 ce dzdyaz 


das Potential der Wechselwirkung zwischen beiden Stromsystemen. 
Denn — AP ist jetzt die Arbeit derjenigen am Gebiet der Strömung 
u, v, w angreifenden Kräfte, die ihr Dasein der Strömung u, vy, w, 
verdanken. Dafs P seinen Werth nicht ändert, wenn man hier die 
Rollen der beiden Strömungen vertauscht, erkennt man, indem man 
ihre Antheile an der magnetischen Feldstärke als L, M, N und 
Liu Mi, N, von einander unterscheidet, Die Anwesenheit magnetisirter 
Körper hat nach $ 66 auf die Gröfse ihrer Wirbel keinen Ein- 
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flufs; deshalb gelten ganz allgemein für den ersteren Antheil die 
Formeln (239) 


F 
ÖL M An 
KP KÉ 


Benutzt man sie in der letzten Gleichung für P, so geht diese 
in Hinsicht auf (245d) über in: 


ES „[ON ` ON KOLON 
5 4 JT 0 (3 G Cl 5 Ska 


ð ÖL 


— Aleng aen 


oul AU, + DI SEN 
0% 


dr 


dr A Ei OUT ＋ Di } 
n A e C as EE ] 
+N | Ze CR dr dy dx 
l 
d u SS Jun + san) MMI Liam, lt KU, Add da. 
Nun ist aber nach (20g a) 
Li T 4A = U1＋ 4; 


also findet man für P die für beide Strömungen symmetrische 
Gleichung: 


1 
P=— 47 (0 fo ＋ 4 LI + MM, + NN)dzdydz. 


Läfst man sie mit einander identisch werden, so wird aus P das 
Selbstpotential der Strömung, nur mufs man, wie schon früher in 
ähnlichen Fällen, den Factor } hinzufügen. Denn man zählt dann 
die Wechselwirkung zwischen zwei Stromfüden 1 und 2 insofern 
doppelt, als man einmal den Beitrag des Stromfadens 1 zu (LI + Ui ete. 


berechnet und das Integral SSfiw A Diet +] dr dy ds für 
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das Volumen des anderen bildet, das zweite Mal aber umgekehrt 
verführt. Also ist 


P= 24 (T vu Int (V+ Pe + (W+ W) wldzdydz 247 b) 


das Selbstpotential eines beliebigen Stromsystems bei Anwesenheit 
magnetisirbaren Substanzen. 

Ist die Magnetisirungszahl x in der ganzen in Betracht kom- 
menden Umgebung des Stromsystems constant, so ist nach (203 a) 
und (239) 

6 = ON ON) Anx 
ene , 


und nach (245) und ( Ge 


4 * u 
OR -[ff+ 4 9. dzdydz= A 102 dedydx = 4nxl 


also, wenn man diese und die entsprechenden Beziehungen für ““ 
und W’ in (247b) einsetzt: 


Pas Ce SIT (Uu + Vvo +Wu)dedydz, 


d.h. das Selbstpotential ist proportional zur magnetischen Permeabilität 
1-+-4rx. Dasselbe gilt von den ponderomotorischen Kräften zwischen 
Strömen, im Gegensatz zu den Kräften zwischen Ladungen. Denn 
nach 8 52 fl. sind diese umgekehrt proportional zu 1 A. Auch 
in diesem Punkte versagt die Aequivalenz linearer Ströme mit 
Doppelschichten. 


& 68. Die Energie des magnetischen Feldes elektrischer 
Ströme. 


In § 54 [Gleichung (211d)] fanden wir für die Energie des 
magnetischen Feldes im Gleichgewichtszustand den Werth 


* = Ile + ánu) (L? +M? 4- NY)dedyde. 


Zwar war er nur unter der Voraussetzung der Existenz einer 
Potentialfunction abgeleitet. Stellt man sich aber auf den Stand- 
punkt, dafs das Energiequantum 


1 
87 H + 4n»)(L?+M?+ NY)dedydz 
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im Volumelement dæ dy d localisirt ist, wie es die FARADAY-MAX- 
werr’sche Auffassung thut, so mufs man diese Gleichung als all- 
gemein gültig betrachten, denn es läfst sich ja an dem Zustand in 
diesem Element noch nicht entscheiden, ob eine solche Function 
existirt oder nicht. Wir behalten diese Gleichung daher unter Be- 
rufung auf die Erfahrung auch hier bei und wenden sie sogleich 
auf den allgemeinsten Fall an, dafs sowobl elektrische Ströme als 
permanent und temporär magnetisirte Körper auftreten. 

An der Feldstärke unterscheiden wir durch die Indices 1 und 2 
die Antheile, welche einerseits von den permanenten Magneten allein, 
andererseits von den Strömen allein herrühren. Dann ist 

BW = W, + Wi ＋ W,, 


wo 
1 
Wi = iz Sffo + 4 (LIT + M,’ + NY dæ dy dz 
die Energie des von den Magneten allein erregten Feldes ist, während 


W, = 85 [If + 4a x) (La? + M,’ + N,’) dedy dx 
die Energie des Stromsystems allein angiebt. Der dritte Summand 


1 
Ba = ass + 4n x)(L, La + M, M, + N, N) d dy dz 

entspricht der Wechselwirkung zwischen Strömen und Magneten. 
Wir berechnen zunächst den Werth des letztgenannten. 

La, My, N, ist die Feldstärke, welche beim Fehlen permanenter 
Magnetisirung aufträte; wir können also nach (203a) 

(1 + 4 0 L. = L+ 4ni, etc 

setzen, während sich Z, aus der Potentialfunction der permanenten 
Magnetisirung und der von ihr inducirten gemäfs den Gleichungen 


dp 
L, = — FIT etc, 


ableitet. Deſshalb ist 


1 ö 
un. 45. / J (ur 4 SN U dal % 
++ deed H. andi. 


` Alt 


+ N, Zeg ) dzdyaz 


Ca 


0. 
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Denn, wie des öfteren erwähnt [vergl. (245 e)], verschwindet die 
Divergenz des Vectors mit den Componenten L+4n%, dl An n, 
N- AA überall; Flächenintegrale treten bei der soeben ausgeführten 
partiellen Integration aber nicht auf, weil wir Stetigkeit aller Ueber- 
gänge annahmen und im Unendlichen o mindestens wie 1. 
L＋ 4A = L etc. aber mindestens wie Er abnimmt. 


Aehnlich berechnen wir W., indem wir nach (203a) und (245d) 


OI A H oV AF 
474% be Da A 42 ½ e E Dn. PEN 
setzen. Dann folgt mittelst partieller Integration ähnlich wie im 
vorigen Paragraphen (S. 860): 


deeg, 


GI A Dn OI Lt ) 
E 


e läit" d DE ua. 


left Di sel 


Die Gleichungen (239), die wir zunächst nur unter der Voraus- 
setzung der Abwesenheit magnetisirbarer Körper abgeleitet haben, 
sind nun aber allgemein gültig, weil sich der von den letzteren 
herrührende Antheil an der Feldstärke aus einer Potentialfunktion 
ableiten läfst, demnach wirbelfrei ist. Also wird nach (247 b) 


W. = ass Uyut (V+ Pitt mul dxdydz = — P. (2410) 


Obwohl bei der Verschiebung eines Stromes gegen einen Mag- 
neten von den ponderomotorischen Kräften Arbeit geleistet wird, 
ändert sich also die Energie des magnetischen Feldes nicht, da 29. 
dauernd gleich 0 ist. Und verschieben wir zwei Stromsysteme gegen 
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einander, so ist sogar diese durch — d gemessene Arbeit gleich 
der Zunahme der Energie. Das erscheint zunächst als Wider- 
spruch gegen das Energieprineip. Doch ist zu bedenken, dafs allen 
Erörterungen dieses Abschnittes die Voraussetzung constanter Strom- 
stärken zu Grunde liegt, und diese lassen sich bei einer Verschiebung 
nur durch Energiezufuhr constant erhalten. Das führt uns zu den 
im nächsten Abschnitt zu behandelnden Inductionserscheinungen. 


Zweiter Abschnitt. 
Elektromagnetische Schwingungen. 


S 69. Induction. 


Im Gegensatz zu allem Bisherigen gehen wir jetzt zu zeitlich 
veränderlichen elektrischen und magnetischen Feldern, also zu 
Schwingungen im weitesten Sinn des Wortes über. Es ist zu er- 
warten, dals wir dabei auf gänzlich Neues stoſsen werden, und es 
kann zweifelhaft scheinen, ob wir die bisherigen Ergebnisse über- 
haupt noch verwenden können. Nun sind aber stationäre Zustände 
nur Grenztälle sehr langsamer zeitlicher Veränderungen. Für hin- 
reichend langsame Schwingungen müssen die bisherigen Resultate 
also gültig bleiben; dafs sie es sind, wollen wir in diesem Para- 
graphen voraussetzen. Dadurch ist für den Geltungsbereich des 
Folgenden eine Grenze gegeben; wo sie liegt, kann erst später ent- 
schieden werden. 

Wird in einem linearen Stromkreis ein stationärer Strom J von 
elektromotorischen Kräften im Gesammtbetrage E unterhalten, so 
folgt aus der Anwendung der Gleichung (225 b) auf die geschlossene 
Stromcurve 

E= Iw, 
da p, = 9, ist; und hieraus durch Multiplication mit J 
Bldt = Pwdt 


(vgl. $ 61). Die Arbeit der elektromotorischen Kräfte ist gleich der 
vom Strom erzeugten Jort schen Wärme. 

Nun verschieben wir aber einen Magneten gegen den Stromkreis. 
Nach (280d) wird dabei, wenn J constant bleibt, die Arbeit: 
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geleistet, wenn wir zur Abkürzung 
1 
5 
1 f f ei r ðP 
E T e e r Ti 


setzen, Die Energie des magnetischen Feldes ändert sich nach 
8 68 aber nicht. Dem Energieprincip zufolge muls dies Arbeits- 
quantum delshalb im Stromkreis geleistet werden, und zwar ist die 
einzige mögliche Art die, dals die elektromotorische Kraft E ver- 
stärkt wird. Der Betrag der notwendigen Verstärkung berechnet 
sich aus der Forderung 


day 
Bla = (Pw - 14% at, 


indem wir durch Id: dividiren, so dafs 


day 
dur s 
entsteht, zu — Sp Demnach ist 
dai d [ÖP 
Ke? 7 (268) 


die durch Bewegung des Magneten inducirte elektromotorische Kraft, 
zu deren Ueberwindung der Æ ertheilte Zuwachs dient. Sie ist von 
I unabhängig und tritt erfahrungsgemäfs auch dann ein, wenn 
I= 0 ist, obwohl unsere Schlufsweise wegen der Division durch 
Idt in diesem Fall versagt. Ist sie positiv, so wirkt sie in der- 
selben Richtung wie Æ, oder da Æ das in der Stromrichtung ge- 
nommene Integral der localen elektromotorischen Kräfte ist, in 
dieser. 

Auf Grund der Aequivalenz von Strömen und Magneten können 
wir dies Ergebniſs auch auf die Verrückung übertragen, welche zwei 
lineare Ströme im Vacuum gegen einander erfahren. Ihr Potential 
auf einander ist nach (285) 


w ffa 
P=- iy EE 


wo p eine nur von den geometrischen Verhältnissen abhängige Con- 
stante, den gegenseitigen Inductionscoefficienten der Stromkreise, 
bedeutet. Halten wir beide Stromstärken constant, so ist 
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ZE WEE 


di \ ôT di 

die im Stromkreis von Z, (248a) 
4 (7 e E 
dt \0J dt 


die im Stromkreis von J inducirte elektromotorische Kraft. 

Das Potential P kann sich aber auch auf andere Weise ändern, 
nämlich durch Stromschwankungen. Auch dann wird man in Ver- 
- allgemeinerung des Ergebnisses (248) und in Uebereinstimmung mit 
der Erfahrung 

d [ðP dJ 

T 27 wel ZC 
als die im Stromkreis I inducirte elektromotorische Kraft ansehen, 
so dals beim Zusammenwirken beider Ursachen daselbst 


SE RE (248b) 


indueirt wird. Auf die Selbstinduction können wir an dieser Stelle 
noch nicht schliefsen; denn bei der Ableitung wurde der Strom I 
als constant betrachte. Wir werden das weiter unten nachholen. 

Ist bei der Verschiebung eines Magneten 2% > 0, so muls die 
Bewegung durch Zuführung von Arbeit gegen die ponderomotorischen 
Kräfte erzwungen werden, die Induction sucht dann J und die ihm 
proportionalen Kräfte zu vergröfsern, die Bewegung zu hemmen; ist 


iy < 0, so sucht sie die ponderomotorischen Kräfte, die dann die 


Bewegung selbst unterhalten, zu schwächen, wirkt also wiederum 
hemmend (Lxxz'sche Regel). Nach § 62 und § 66 ist P proportional 
zu der Anzahl der Kraftlinien, welche der Magnet oder der Strom J 
durch die Stromschleife von Z entsendet. Daraus ergiebt sich die 
Fanabax'sche Form des Inductionsgesetzes, dafs die inducirte Kraft 
proportional zur zeitlichen Aenderung dieser Zahl ist. Dabei macht 
es aber einen wesentlichen Unterschied, ob die Induction durch 
Verschiebung oder durch Stromverstärkung hervorgerufen wird, In 
dem ersteren Fall kann sich die Zahl der Kraftlinien nur dadurch 
ändern, dafs einige von ihnen unter Durchschneidung der Stromcurve 
in die Stromschleife ein- oder austreten; denn ihre Gesammtzahl 
bleibt unverändert, Bei der Stromverstärkung aber vermehrt sich 
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ihre Gesammtzahl und es tritt Induction ein, ohne dafs die Strom- 
curve von Kraftlinien geschnitten würde. Besonders deutlich tritt 
dies hervor, wenn der inducirende Strom in einem in sich ge- 
schlossenen Solenord verläuft. Sein magnetisches Kraftfeld liegt dann 
ganz im Innenraum des Solenords. Trotzdem ruft jede Aenderung 
seiner Intensität in einem das letztere umschlingenden Draht Induction 
hervor. Dagegen ist hier Induction durch Verschiebung unmöglich, 
wie auch keine ponderomotorischen Kräfte auftreten. Der Inductions- 
coefficient p bleibt in diesem Fall bei jeder möglichen Verrückung 
unverändert. 

Während der Schlufs auf (248a) und (248b) ein nur durch 
die Uebereinstimmung mit der Erfahrung in Strenge zu recht- 
fertigender Analogieschlufs war, läfst sich die Theorie der Selbst- 
induction wieder aus dem Energieprincip ableiten. Die magnetische 
Energie eines einzelnen Stromes J ist proportional zu 7%, da die 
Feldstärke proportional zu Z ist; das heifst nach (247): 


W = -P , 


wo p eine stets positive Constante, der sogenannte Selbstinductions- 

coefficient ist. Wird der Stromkreis bei constanter Stromstärke 
i : b P i 

deformirt, so wird die Arbeit — u von den ponderomotorischen 

Kräften geleistet, während die magnetische Energie um den gleichen 

Betrag wächst. Daher mufs die den Strom treibende elektro- 


motorische Kraft so verstärkt werden, dafs sie — 2 U d. mehr 


Arbeit leistet, als Jouue’sche Wärme erzeugt wird, d. h. es muſs 


dP d 
oder 
dp 
E= I KE 
er 


sein. — I 47 ist demnach die inducirte elektromotorische Kraft. 


Aendert sich andererseits P durch eine Schwankung des Stroms J, 
so verlangt das Energieprincip, dafs die Arbeit der elektromotorischen 
Kraft gleich der Zunahme der magnetischen Energie plus der er- 
zeugten Jot schen Wärme ist; also: 


Idi = Ka + Du) dt, 
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denn andere Energiearten treten dabei nicht auf. Setzt man hier 
W= 4p I’, so folgt 


N 2480 


=p ZS ist also die durch Stromschwankung inducirte Kraft. Wirken 


beide Ursachen zusammen, so bekommt sie den Betrag: 
dI dp 4 / 
1 57 N 


Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen, so sehen wir, 
dafs die inducirte elektromotorische Kraft stets gleich 47 27 ist, 
wo P einmal das Potential des Stromes auf einen Magneten, das 
andere Mal sein Potential auf andere Ströme, das dritte Mal sein 
Selbstpotential ist. Da influenzirter Magnetismus von wechselnder 
Stärke nach $ 67 ebenso wie ein variabler Strom wirkt, ist auch 
seiner Inductionswirkung dieselbe Gröfse beizulegen. Das Potential 
eines aus permanent und durch Influenz magnetisirten Körpers, 
sowie aus elektrischen Strömen bestehenden Systems setzt sich aber 
additiv aus diesen Theilen zusammen; bezeichnen wir es jetzt allein 


mit P, so wird 
d [OP 
SS 57 248 e) 
in allen Fällen die im Stromkreis von J inducirte elektromotorische 
Kraft, 


Integrirt man diesen Ausdruck nach der Zeit von 4 bis , so 
erhält man als Zeitintegral der inducirten Kraft: 


öP P 

(ar), (ar), 
d. h. einen vom Wege, auf dem die Veränderung vor sich ging, un- 
abhängigen Werth. Für das Zeitintegral des inducirten Stromes, 
welches nach dem Omw’schen Gesetz diesem Ausdruck proportional 
ist, gilt dasselbe. 

Wir wären jetzt durchaus im Stande, den im vorhergehenden 
Paragraphen geforderten Beweis zu erbringen, dals die Theorien der 
Elektrodynamik und Induction zusammen dem Energieprincip ge- 
nügen. Wir ziehen aber vor, ihn auf eine spätere Gelegenheit zu 
verschieben und zunächst an Stelle dieser für langsame zeitliche 
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Veränderungen gültigen Gesetze die streng gültigen abzuleiten. 
Dann können wir erst beurtheilen, in wiefern wir überhaupt von 
dieser angenäherten Theorie verlangen können, dafs sie mit dem 
streng geltenden Energieprineip in Einklang steht. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir nun an, dafs der lineare Strom- 
kreis J, in dem wir die Stärke der Induction berechnen wollen, ruht. 
Das Potential der Wechselwirkung zwischen ihm und anderen 
Strömen, sowie beliebig gelegenen permanent oder temporär magneti- 
sirten Körpern ist nach (247a): 


Alan een dt 


die inducirte elektromotorische Kraft also: 


d / 17 & AN ð 
4 (7) / [r lu 2%. — 92. an 809 
ð 0A ON ð ôM 0A 
+a a+ 9 ga) D+ zy Mat 92 — 95) 4e. 


Wie man diese auf die Linienelemente des geschlossenen Strom- 
kreises vertheilen will, ist natürlich ig hohem Maalse willkürlich. 
Ist F eine beliebige Ortsfunction, so giebt jeder Ansatz von der 
3 ON OM 

7 Als. 


1 8 04 G OP 
Sëll 
1 6 ðM ON 0 V 
2——4 bf ll 32 67 32 


für das Linienintegral der inducirten elektrischen Kraft den ver- 
langten Werth 
f d [ðP 
can Ydy + Zar) = 4 7 À 
Bildet man nun aber die Wirbelcomponenten der elektrischen Kraft, 
so fällt die Function F' heraus; und man findet dann, indem man 


nach (245 b) 
H. v. HeLmnoLrz, Theoret. Physik. Bd. IV. 24 
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l E 
du ` Zär = 

DA TON EE 
r a 
SMON e 
. 


und nach (245 d) 


(WH) Vr’) 
ö dee 


(U+ U') oui 
=a e M y 


ôV +F’) U) 


setzt: 
ðZ gr. 1 6 
0X 52 jean 
Se 6 4 E "eg 1249) 
ðY ðX 1 


BE ge Hin) 


Die elektrische Kraft ist in zeitlich veränderlichen magnetischen 
Feldern also nicht mehr, wie bisher stets, wirbelfrei, vielmehr sind 
die Wirbelcomponenten der elektrischen Feldstärke gleich der zeit- 
lichen Abnahme der Vectorcomponenten L A, MA An, und 
N + 47an, dividirt durch die Lichtgeschwindigkeit 4. 

Wendet man auf die elektrische Feldstärke den Sroxzs’schen 
Satz [Gleichung (243 a)] an, so folgt aus (249) 


(UE Ydy + Zdz) = — — 1a ffe 4 Y cos (n, &) 
-+ (M + 4n u) cos (n, y) + (N+ 4) cos (n, A 


eine Gleichung, welche sich vermöge der soeben angewandten 
Formeln (245b) und (245d) in die Ausgangsgleichung dieser Be- 
trachtung (248 e) umformen läfst, Beide sind also gleichwerthig. 
Ferner sieht man, dals die Faranay’sche Form des Induktions- 
gesetzes im Allgemeinen dahin zu ergänzen ist, dafs nicht die Ver- 
änderung der Anzahl der Kraftlinien, sondern der den Vector 
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L＋ ANI, M+4nu, N-+4nv darstellenden Linien. die Stärke 
der inducirten elektromotorischen Kraft miſst.“) 

Die Gleichungen (249) sind nur unter der eingangs erwähnten 
Voraussetzung langsamer Veränderungen abgeleitet. Wir thun nun 
aber den entscheidenden Schritt, dafs wir sie als allgemein gültig 
betrachten. Zu rechtfertigen ist er natürlich nur so, dafs wir die 
Consequenzen aus ihm ziehen und sie mit der Erfahrung vergleichen. 


$ 70. Ungeschlossene Ströme, 
Fernwirkung und endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der elektromagnetischen Wirkungen, 


Das Analogon zu den Gleichungen (249) für das magnetische 
Feld bilden die Gleichungen (239) 

ON IM an. 
9 Gs 4 
OL ON 42, 
6x ` Gs A 
ôM OL 2 4n 
dr  ðy A 


w, 


welche den Wirbel der magnetischen Kraft bestimmen, Sie können 
aber nicht allgemein gelten. Denn es folgt aus ihnen für die räum- 
liche Divergenz der Stromdichte 


ðu ðv ðw . 
9 * 97 1 Fee 0; 

und ebenso muls die Flüchendivergenz verschwinden; denn legen wir 
die æ-Axe in die Richtung der Normalen ui, so folgt aus der 
Stetigkeit der Tangentialcomponenten der magnetischen Kraft (nach 
8 66 können wir diese als das Verschwinden des Flächenwirbels 


bezeichnen) 


(N — N, 0 ( — M) 4K E 
wa 9 sm Di le 


u, und u, sind hier die Normalcomponenten der Strömung; bei an- 
derer Lage des Coordinatensystems lautet diese Bedingung also 


9% ＋ 9% = 0. 


1) Aus diesem Grunde bezeichnet man diesen Vector jetzt auch durch- 


güngig als „magnetische Induction“, Der Herausgeber. 
24* 
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Diese mit (218a) und (218b) identischen Gleichungen sagen aus, dafs 
die Stromlinien geschlossen sind; das ist bei stationären Strömen 
stets der Fall, bei nichtstationären aber, wie sie beispielsweise bei 
dem Ladungsausgleich zwischen zwei auf verschiedenem Potential 
befindlichen Conductoren eintreten, wenn man sie leitend verbindet, 
trifft es sicher nicht zu. Es erhebt sich also die Frage nach der 
Elektrodynamik der ungeschlossenen Ströme: Wie sind die Glei- 
chungen (239) zu ergänzen, damit sie allgemein gelten? 

Diese Frage hat der Wissenschaft viele Schwierigkeiten bereitet; 
denn während sich die Gleichungen (249) für den Wirbel der elek- 
trischen Kraft an den in geschlossenen Metalldrähten auftretenden In- 
ductionsströmen leicht und genau empirisch prüfen lassen, giebt es 
kein ähnliches Mittel zur Untersuchung des Wirbels der magnetischen 
Kraft. Man mufste sich deshalb zunächst von einer Hypothese führen 
lassen, um auf diesem Gebiet vorwärts zu kommen. Sie besteht darin, 
dafs man nach einer Fortsetzung des elektrischen Stromes von den 
Grenzen der Conductoren, an denen er nach der bisherigen Auf- 
fassung aufhört, in das Dielektricum hinein sucht. 

In einem geladene Conductoren umgebenden Dielektricum be- 
steht elektrische Polarisation. Diese führten wir darauf zurück, dafs 
die elektrischen Ladungen der Molekeln, welche sich im Ruhezustand 
neutralisiren, unter dem Einflufs der Feldstärke scheiden. Aende- 
rung der Polarisation ist danach Aenderung der Ladungsvertheilung 
in den Molekeln, d. h. ein Strömen der Elektricität; es liegt nahe, 
ihr dieselbe Beziehung zum magnetischen Feld zuzuschreiben, wie 
dem Leitungsstrom in leitenden Körpern. 

Um diesen Gedanken mathematisch einzukleiden, denken wir 
uns die Ladung einer Molekel aus zwei entgegengesetzt gleichen 
Punktladungen + e an den Orten 2, y+, x, und , y-, x_. bestehend; 

et. .), ech. 10), e — z) 

sind die Componenten ihres elektrischen Moments. Die Compo- 
nenten l}, m, n der Polarisation finden wir durch Bildung der Mittel- 
werthe dieser Grölsen für ein Volumelement. Nehmen wir an, es 
wären alle Molekeln gleich polarisirt, und N sei ihre Anzahl pro 
Volumeinheit, so ist 

l — Nele, — x.) 

m = Ne % — Y-) 

n = Ne (z4 — .). 
Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so ist noch nachträglich über 
alle Gruppen gleich polarisirter Molekeln zu summiren, wodurch die 


§ 70 VERSCHIEBUNGSSTROM. 373 


Ueberlegung nicht wesentlich geändert wird. Nun sollen sich alle 
positiven Ladungen um die Strecke dæ, in der Zeit dt verschieben. 
Durch eine zur «-Axe senkrechte Fläche dydx treten dann alle die 
Punktladungen in der positiven æ-Richtung hindurch, welche vorher 
in einem über dydx als Grundfläche errichteten Parallelepiped von 
der Höhe dx, lagen, d. h. das positive Elektricitätsquantum 


dæ 
dy · A dt; 
Ne dy da Ss di; 


denn N ist auch die Zahl der positiven Punktladungen pro Volum- 
einheit. Verschieben sich die negativen Ladungen in der gleichen 
Zeit um dr, so tritt in derselben Richtung das negative Elektricitäts- 
quantum 


dx. 
Ne dy dx zz dt 


durch dy d: hindurch. Nach der Definition der Stromdichte ($ 57) 
haben diese Verschiebungen also denselben Elektricitütstransport zur 
Folge wie ein Leitungsstrom, bei dem die Componenten der Dichte 
die Beträge 


1 dx, GH da, d . OI 
ga Ne di dy dx = Ne (gf di IS 
4% _ dy-\ dm 
nl di. 2.03 ) ĝi 
dx, dx Ön 
nel di di ED 


haben. Fügen wir diese Componenten des sogenannten Ver- 
schiebungsstromes in (239) zu den Componenten u, v, w des Leitungs- 
stromes hinzu, so finden wir 


ON ON An 

ERD "Ch Dad | 

OL 4 dm 

. 6 -e+ 97 (a00) 
ôM 7 ler 95 3 

ðs 5 


In Folge dieses Zusatzes sind die Gleichungen (249) und (250) 
einander sehr ähnlich geworden. Dafs dem Auftreten des Leitungs- 
stroms in (249) nichts entspricht, ist leicht verständlich, aber der 
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elektrische Verschiebungsstrom ek etc. findet sein vollkommenes 


Analogon in den Gliedern = etc. der ersteren Gleichungen. Da- 
gegen fehlt in (250) der Differentialquotient der Feldstärke nach der 
Zeit, welche in (249) auftritt. 

Ziehen wir jetzt aus den Gleichungen (249) und (250) die 
Folgerungen, welche sich für das Innere homogener Dielektrica er- 
geben. In ihnen ist nach (208) und (203a) 


l=kX m=kY n=kZ 
ess u = === N, 


also gehen die genannten Gleichungen über in 


x \öy dx a di 
1504 65 4n dam 
+3: 320 4 97 (A03) 
1 (ðu _ ðh An On 
„ ( 5) 46 
1 [ön Om 1＋ 42 * O4 
AU Y A Gr 
1 7561 On 1＋4A * du 
1 0 90 -- et E Le) 
1% 7 Ltiss ðv 
T (G Gy) "wi 6 
Aus ihnen folgt zunächst 
IAA ð [öl öm On 
EE eu 3 „ 50 0 
252 a) 
e Tee 6% Es 
57 92 1 5% 5 f 


Die links stehenden Terme sind die zeitlichen Veränderungen der 
Dichte der wahren Elektricität und des scheinbaren Magnetismus; 
die letztere ist von allen homogenen Körpern allein in den perma- 
nenten Magneten von Null verschieden, dort aber zeitlich unveränder- 
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lich, die erstere im Dielektricum ebenfalls zeitlich constant — in 
Uebereinstimmung mit diesen Formeln. Da uns ein von elektrischen 
und magnetischen Ladungen herrührendes statisches Feld, dessen 
Gesetze wir schon kennen, nicht mehr interessirt, so setzen wir im 
Folgenden stets 


% Beer De 
EE fe 

(253) 
dÄ, dn, ðv 


Ia 9 E Ke 


Im Allgemeinen würde sich dies Feld, da die Gleichungen (251) 
und (252) linear sind, zu den jetzt zu betrachtenden Vorgängen 
superponiren. 

Man kann aus (251) und (252) die Magnetisirung eliminiren, 
indem man die dritte der Gleichungen (252) nach y, die zweite 
nach x differenzirt und subtrahirt, so dafs man unter Berück- 
sichtigung von (253) 

ð [ðv On Ax 
or ES 2 Ce 
erhält. Differenzirt man die erste der Gleichungen (251) nach ż, 
so findet man aber 


e 


ô [ðv On Anz ôl 
9: \öy Gs A 675 


Also gelten für die Componenten der Polarisation die Differential- 


gleichungen 


di 4 (1 ＋ 4 081 


4? E) 
4 k(l ＋ 4 K Öm $ 
A 254) 
AEC ＋ 40 ðn 
AT L Pre S 


Vertauscht man in dieser Ableitung die Rollen der Gleichungen (251) 
und (252), so findet man einmal 


ð [ön öm A 4 
Di (dy d a, 
das andere Mal 


ð [ðn on GA k Or, 
dt (G 9) E * A P’ 
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also gelten für die Magnetisirung die entsprechenden Gleichungen: 
_Ank(l ＋ A 69% 
4? gr 
A A= On 

A’ 0% 


= 4 * 1 ＋ A ðv 
i7 Fa 571 


44 


An (254a) 


Av 


Diese Gleichungen haben die Form der sogenannten Wellengleichung 


1 o 
4y= age 


welche in allen Schwingungsproblemen eine fundamentale Rolle 
spielt. Diejenige particuläre Lösung, welche ebenen, in der posi- 
tiven «-Richtung fortschreitenden Wellen entspricht, lautet: 


l = F (@— at) 1 = Op of 
n EE = ,- 
n = (er- at) v= G, (e - at), 


wo die willkürlichen Functionen , F, F, und G,, @,, G, wegen 
(251), (252) und (253) freilich nicht von einander unabhängig sind. 
Wir gehen später näher auf die analoge Frage bei der Maxweun- 
schen Theorie ($ 72) ein. Hier genügt es, an dieser Lösung zu con- 
statiren, dals sich nach unserer Theorie elektrische und magnetische 
Wirkungen durch Dielektrica mit der Geschwindigkeit 


EE S (254b) 


Virk(i+ine) 
ausbreiten. 


Im Vacuum, wo k und x Null sind, und nach unserer bisherigen 
Anschauung weder Magnetisirung noch Polarisation existirt, gehen 
die Gleichungen (249) und (250) statt in (251) und (252) über in 

6 4 St: ôy Bä 1 ôL 

ðy 2 A 01 

X 1 0K. (251 a) 
z de A 
ZE dr CC ACH ON 
gé Gr A 0% 
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óN ðM _ 

Zu 6x 

ôL ON 

0 252 a 
OM ZE o 

W 6% 5 


Differenzirt man hier die dritte der Gleichungen (251 a) nach y, 
die zweite nach x und subtrahirt, so findet man noch ähnlich 
wie oben: 

ô ðN ð 0 
dr % 9 RAA A 
aus (252a) folgt aber im Gegensatz zum Obigen 
ð 5% öM o 
/ dx 0 


so dals 
4X = O0, AY=0, 4Z=0 


wird. Ebenso überzeugt man sich leicht, dafs auch 
4L - O, AM=0, AN=0 


ist. Die Divergenz der Feldstärken ist entsprechend der Gleichung (253) 
dabei Null gesetzt. Diese Gleichungen lassen sich nun als Wellen- 
gleichungen 


mit unendlich grolser Fortpflanzungsgeschwindigkeit a auffassen. 
Unsere Theorie ergiebt also neben endlicher Ausbreitungsgeschwindig- 
keitin ponderablen Dielektriken Fernwirkung im Vacuum, entsprechend 
der schon in $ 56 am Schlufs erwähnten Auffassung. 


§ 71. Uebergang zur Maxwell’schen Theorie. 


Ist nun in den Gleichungen (250) die Schwierigkeit betreffs der 
ungeschlossenen Ströme wirklich gehoben? Man kann diese Frage 
auch ohne Rechnung verneinen. In Vacuum ist ja der Zusatz 
25 etc. Null, er nützt bei Fehlen ponderabler Dielektrica überhaupt 
nichts. In der That ist nach der Definition der Stromdichte das 
für eine geschlossene Fläche gebildete Integral 
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Uu fff 2 , gege Í f n + am) ds 


das zweite F lächenintegral gilt für Unstetigkeitsflichen im ein- 


geschlossenen Raum) gleich der Zunahme der wahren Ladung in 
ihrem Innern, d. h 


DT de dy dx +f fibt. 


Da dies für jede Fläche gilt, muls 


de 
ga , ＋ 4.0 
sein. Nach (201 a) ist aber 
de Eë ð 
e= arlo + 420 + Self dam) + 6 Ae gie 
1 
e= Ta (Ent 4 % + (En + 48% J, 
so dals stets die Gleichungen 
ð 10 6 1 0 
det a 400 , G T Tr or Y+ 4am) 
ô 1 
+ ay 87 Entana) + [ont Brian 
An, Ir Kn UN H Im Ar di 
gelten. Dagegen folgt aus (250) 
ô a\, Z ee | 07 =0 
Sch 5/0 + et 64% 65 0 ＋ 57 (255b) 


und (vergleiche den Anfang von § 70) 
(On, + 8m) + (Im + Sn) = 0. 


Die Gleichungen (250) können also auch noch nicht streng richtig 
sein. Wohl aber füllt diese Unstimmigkeit fort, wenn man in ihnen 


ol 1 š N 
zu den Ausdrücken u + 57 etc. noch er etc. hinzuaddirt. 


8 71 UEBERGANG ZUR MAXWELL'SCHEN THEORIE. 379 


Dies thut die Maxweur’sche Theorie, welche für den Wirbel der 
magnetischen Kraft die Gleichungen: 


a oM i GU ＋ 4A A? 
EE 

ÖL ON 1 (Y A Adam 256 
KEE d ( ) 
ðM oG a 0 (L ＋ 4an) 

ae eee 


ansetzt. Die Analogie zu (240) ist jetzt, vom Leitungsstrom und 
dem Vorzeichen abgesehen, vollkommen. Bezeichnet man den aus 
Leitungs- und Verschiebungsstrom resultirenden Vector als elektrischen 
Gesammtstrom, so gilt nach (256) der Satz: Der elektrische Strom 
ist stets geschlossen; und zwar ist dies gemäls (255) nur eine neue 
Formulirung des Satzes von der Unzerstörbarkeit der elektrischen 
Quanten. Damit ist die Frage nach der Elektrodynamik ungeschlossener 
Ströme beantwortet. 

Die physikalische Bedeutung dieses Zusatzes ist leicht zu er- 
kennen. Die bisher von uns benutzte, auf Poısson zurückführende 
Vorstellung legte Polarisation nur der Materie bei, sie macht zwischen 
Vacuum und Materie den Unterschied, dafs man es im ersteren 
nur mit der Feldstärke, in dem von der Materie eingenommenen 
Volumen aber aufserdem noch mit der Polarisation zu thun hat. 
Die erstere gehört auch hier dem alle Materie durchdringenden 
Aether an; die letztere hat dagegen ihren Sitz allein in den Molekeln 
der Materie. Nach der Faranay-MAxwerv'schen Auffassung ist 
hingegen der Aether gerade so polarisirbar, wie die Materie; und 


zwar beträgt seine Polarisation das {fache der Feldstärke. Die 


ganze Polarisation erhält man erst durch Addition der Antheile des 
Aethers und der Materie, d. h. diese ist gleich dem Vector, dessen 


Componenten 
1 


= 
m Te) 
8 4 IFA 
4n ee 
1 1 
Ter 2 kan = ggZ tánn) 


sind. Als Componenten des Verschiebungsstroms muſs man dann 
aber consequenter Weise die Grölsen: 
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1 
An 57 


bezeichnen; so entstehen die Gleichungen (256). 

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dals Farapay die Er- 
klärung des Diamagnetismus in der Annahme der Magnetisirbarkeit 
des Aethers suchte. Die gesammte Magnetisirung des Aethers und 


1 289 
(XT 429, T dr HFT 4, 


der Materie ist wer analog durch die Componenten 4 Lag, 
77 00 + 4, 4 47 U + Anal gegeben, und die in (249) auftreten- 


den . 57 U ＋ 4%) etc, lassen sich als die 


Componenten des magnetischen Verschiebungsstroms bezeichnen. 

Das Verhältnifs der Polarisation in der alten zu der in der 
neuen Auffassung ist 

KR Ark e 
l 1l+4nk 
yon X+l 

Es wird 1 wenn man „ über alle Gröfsen wachsen läfst. Auf 
diesem Wege muls sich also die in § 70 vorgetragene Theorie in 
die Maxweur’sche überführen lassen. Um dies näher auszuführen, 
multiplieiren wir alle Werthe von E mit einer Zahl N., alle Werthe 
der Stromdichte o und ihrer Componenten u, v, w, sowie der Polari- 
sation s und ihrer Componenten /, m, n und schliefslich die Constante A 
mit N. Die Gleichungen (249), welche sich, wenn Lk von Null ver- 
schieden ist, auf die Form 


95 (0 8 m 1 OTA 
de DER ER 


bringen lassen, bleiben davon ebenso unberührt, wie die Glei- 
chungen (250) 

ôN ON An E 

Ee, Cat ku sl BS 
Lassen wir nun N über =; Grenzen wachsen, so verschwinden 
die Gröſsen X SR etc. wie e, und mit ihnen der Unterschied 
zwischen den Gleichungen (256) und (250), sowie der zwischen (255 a) 
und (255 b). Durch die beiden Gleichungentripel (243) und (258) 
nebst den nöthigen Nebenbedingungen ist aber der Vorgang, wie 
wir in $ 76 zeigen werden, eindeutig bestimmt. Im Grenzfall N = oo 
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geben also beide Theorien für die Werthe der Polarisation, Magneti- 
sirung etc. dieselben Resultate. 

Gegenstand der Beobachtung sind aber niemals diese Gröſsen 
selbst, sondern die von ihnen herrührenden ponderomotorischen 
Kräfte und die Energiequanten, welche der elektrische Strom in 
einander umsetzt. Die Formeln für die ponderomotorischen Wirkungen 
des statischen magnetischen Feldes werden nun durch die Multipli- 
cation mit N nicht berührt. Aus dem Ausdruck (210b) für die 
Dichte der elektrischen Energie 


1+4 
t 0 EE m? + n’) 


hebt sich nun aber N im Grenzfall N= wieder heraus; das- 
selbe mufs deswegen auch für die ponderomotorischen Wirkungen 
des elektrischen Feldes gelten, was man am einfachsten an den 
Gleichungen (217) und Si a) 


ðX, ô X. 
z=- 75 -+ 97 -+ SCH etc. 
1 
*. ttnt a 20 f U 75 ＋ 20, 
1＋ 42 , 
. 


bestätigt; denn © transformirt sich wie k. Und die Gleichungen (240) 
für die Kraft, die ein Element des Stromleiters im Magnetfeld 
erfährt 


Z = 1 — Muw)dxdydx eto. 


werden von der Multiplication mit N ebenso wenig betroffen, wie 
Gleichung (229 b) für die vom Strom producirte Energie 


I= Us + Yv + Zu)dzdydz — de N ge, 


da sich Z,, wie X transformirt. Die Uebereinstimmung zwischen 
der bisherigen Theorie und der ihr zu Grunde liegenden Erfahrung 
wird also durch den Grenzübergang nicht gestört. 

Führt man ihn an den Gleichungen (217c) durch, so ver- 
schwindet die durch Spannungen nicht vermittelte Fernwirkung, 
welche sich in den Gliedern 


2 
ee ae tree) 


etc. 
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ausdrückt wie u: Dafür gehen die Spannungscomponenten X, etc. 


e 
in die Maxweur’schen Werthe (217 a) über. 


8 72. Ebene elektromagnetische Wellen in Dielektriken. 


Wir legen von jetzt an die Maxweur’sche Theorie der Be- 
trachtung zu Grunde, d. h. wir gehen von den Gleichungen (249) 
und (256) aus: 


0 oY_ 1 6 

ee E ee 

LEE L g 
r (257) 
oy 0X te) 

Fra ri dN 


ánu K E H 


4 C, sam) (258) 


Si 

I 

8 

I 
ER 


d 
2 % lässt ( san). 


Für homogene leitende Körper gehen sie nach (208), (203a) und 
(218) über in 

02 Or a. 1＋ 42 * GL 

öy dr A ót 

0X 02 (EE ZE) 

os reg t EI lege, 

07 E 1+4nx0N 

Ze ` H ee? A ED 


ôN Ou 1 

Se -gra AXT AN Kn | 

ôL ôN 1 

5 „ 260) 
ôM öL_ 1 
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Die letzteren sind insofern specieller als (258), als bei Verwendung 
von (219) das Fehlen localer elektromotorischer Kräfte angenommen 
ist, Für nichtleitende Substanzen (r = 0) folgt aus ihnen zunächst 


analog zu (252a) 
d [0X ðY 64 
DEZ ES E +, + 6. 0 


d [öL ON ` ON 
01 E * Ou ji 6 0, 


was wiederum die Unveränderlichkeit der wahren elektrischen und 
der scheinbaren magnetischen Ladungen ausspricht. Wir setzen, 
um statische Felder von der Betrachtung auszuschliefsen, die 


Divergenzen 
X 611 52 


dr T 0% + ED 
ÖL ôM ôN 
ten 
und wollen diese Gleichungen unter Vorbehalt späterer Rechtfertigung 
(siehe § 74) auch auf leitende Körper übertragen. 

Dann wenden wir hier dasselbe Verfahren an, durch welches 
wir in 8 70 zu den Wellengleichungen gelangten; d. h. wir diffe- 
renziren die dritte der Gleichungen (259) nach y, die zweite nach x 
und subtrahiren; differenziren wir ferner die erste der Glei- 
chungen (260) nach ż, so erhalten wir 


A lee 60 1 


re eee 


(261) 


OX xX 


fa nt 
Vertauscht man bei diesem Verfahren die Rollen der Gleichungen (259) 
und (260) mit einander, so findet man entsprechend 


5 7 (52 GE 


/ 


ÖL 9 
= ram len +(l ＋ 4096 


so dafs für die je drei Componenten der beiden Feldstärken Diffe- 
rentialgleichungen von der Form 


1742 Op o’ p 


gelten. 
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Zunächst wollen wir nun die Vorgänge in einem nichtleitenden 
Medium in's Auge fassen. Gleichung (261) geht für r= 0 über in 
die Wellengleichung 


(1+4nk)(l+4nx) Ge 


Ap = 13 972 i (262a) 
welcher durch den Ansatz 
X=Fl(le-at) L=G(-al) 
Y= F (æ — at) M= d, (z — ai) (263) 
Z=F,(@— at) N = G (- at) 


genügt wird. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a ebener Wellen 
ist dabei nach (262a) 
A 


= ESCH pins) 
Die sechs Functionen F und OG müssen nun aber noch gewisse 
Relationen erfüllen, damit auch den Gleichungen (259), (260) und den 


Relationen (261) genügt wird. Die beiden letzteren gehen nämlich 
für (263) über in 


(264) 


F'=0 
6 O, 


wo F und G’ die Derivirten der Function F und @ nach ihrem 
Argument sein sollen. X und L müssen also räumlich und zeitlich 
constant, und da wir statische Felder ausschliefsen wollen, Null 
sein. Die Componenten beider Feldstärken in der Fortpflanzungs- 
richtung sind Null; ebene elektromagnetische Wellen sind daher 
transversal. 

Die Gleichungen (259) vereinfachen sich unter diesen Umständen 
zu den folgenden Beziehungen zwischen F}, F}, G, und G: 


0 g 1l+4nx OM a l+4Anx n, 
Eh OA. i e © serielle - : 
ðY 12 1+4nx ON 2 1+4nx , 
u.a r 40 4 a = -V At o. 


Die Gleichungen (260) liefern nichts Neues, weil sie aus (259) und 
den Wellengleichungen für die sechs Kraftcomponenten hervorgehen. 
Da nun aber keine dieser vier Functionen einen zeitlich und räum- 
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lich constanten Summanden enthalten darf — sonst kämen wir ja 
wieder auf statische Felder —, so muls 


Kell EE 


ELEA baai 
2 8 
* ETTARU 
oder 
EREN S N | 
E 5 
VI +4nx V1 +4ak (265a) 
Z M 


VI + FE SE V+ Ank 
sein. Hieraus folgt 
YM+ZN=0; 


die elektrische und die magnetische Kraft stehen auf einander 
senkrecht. Nun enthält der Ansatz (268) immer noch zwei will- 
kürliche Functionen, M, und F,; er stellt also zwei unabhängige, 
einander überlagernde und, wenn wir einen bekannten Begriff aus 
der Optik übertragen, senkrecht zu einander polarisirte Wellen dar. 
Um die eine davon zu isoliren, setzen wir /,=0. Dann ver- 
schwinden Z und M und man erkennt, dals 
in einer elektrischen Welle Fortpflanzungs- an- Mut 
richtung, elektrische und magnetische Kraft 
wie die z-, die y- und die Axe zu einander Elektr. Kraft, 
liegen (siehe Figur 30). A 

Nach (264) ist im Vacuum die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 
Wellen a gleich der Lichtgeschwindigkeit im 
Vacuum. Dies legt den Gedanken, dafs Fig. 30. 
Lichtwellen nichts Anderes als elektrische 
Wellen von sehr kleiner Wellenlänge (1075 cm) sind, äufserst 
nahe, Soll er zutreffen, so muls für nichtmagnetisirbare Substanzen 
der Brechungsindex 


A —— 


sein. Diese von MaxWELL zuerst entdeckte Beziehung zur Dielek- 

trieitätsconstanten bewährt sich zwar bei einigen Substanzen auf- 

fallend gut, bei anderen freilich garnicht, doch kann die Theorie 

(siehe Band V dieser Vorlesungen) auch über die Abweichungen 

Rechenschaft geben. Die auf Grund der elastischen Lichttheorie 
H. v. Hxısmorez, Theoret, Physik. Bd. IV. 25 


386 DRITTER THEIL, 8 73 


nie entschiedene Streitfrage, ob das Licht in der Polarisationsebene 
oder senkrecht zu ihr schwingt, ist dann dahin zu beantworten, dafs 
die eine der beiden Feldstärken in ihr), die andere senkrecht zu 
ihr liegt. Beide sind nach (265) mit einander verknüpft. Elektrische 
Wellen können nicht ohne magnetische bestehen und umgekehrt. 


§ 73. Kugelwellen in Dielektriken. 


Eine andere einfache Lösung der Wellengleichung (262a) erhalten 
wir, wenn wir festsetzen, dals die Function F die Coordinaten nur 
in der Verbindung 

(EE EC 
enthalten soll, und dann 
F 
7 


p = 
setzen. Durch Differentiation folgt dann 


0% F 1 ap 
* vr 


N ET a Ei 3 or * 70 


dei 55 + r? ðr e la P 5, dä dei 


bildet man anlog die anderen beiden zweiten Differentialquotienten 
nach den Coordinaten, so folgt durch Addition: 


1 Ob 
ZT De 

Andererseits ist 
PON DE 


also geht die Differentialgleichung für o 
205% 
SERTE 
P E 
— 2 OË ët: 
Ör? Gë" 


deren eine Lösung, welche einer vom Punkt = 0 ausgehenden 
Welle entspricht, 


über in 


2 Fr - ai) 
lautet. Die andere 
Pe Kr Lon 


1) Nach neueren Forschungen die magnetische, Der Herausgeber. 
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ergäbe Wellen, welche nach dem Nullpunkt hin laufen, Nur dieser 
selbst ist ausgeschlossen, weil wir soeben durch A dividirt haben. 


Nun können wir aus dieser einen Lösung der Wellengleichung 
durch beliebig oft wiederholte Differentiation nach den Coordinaten 
und der Zeit und durch Addition solcher Differentialquotienten neue 
Lösungen gewinnen. Z. B. überzeugt man sich leicht, dafs nach 
dem Ansatz 


Op 6 
0% 1+4nk Op 

9 A . 
wi 1+4nk die 

geck 2: NM FE 


der Wellengleichung durch alle sechs Functionen X, Y, Z und L, M, N 

genügt ist. Zugleich aber sind, wie man durch Einsetzen sieht, 

auch die Gleichungen (259) und (260) befriedigt, Die Divergenz 

der elektrischen und magnetischen Kraft ist gleich Null, wie es 

sein muls, wenn aus (259) und (260) die Wellengleichung folgen soll. 
Um den Ansatz (266) zu discutiren, setzen wir in ihm 


Go z Oo 

öz r ðr 

6 1 ge. Il dp 
"ës "e Ör vk 57% 
Oo en 6 (1 Gei. 
G r Ör 5 97 2 


denn wie die Function F ist auch ꝙ nur von r und ¢ abhängig. 
Dann finden wir 


za ZE. Ets d 1 Ge 
r ór r ôr \r Or 
eu d [1 ge 
Weeer: ar 57 
2 2 ZU de 
€ ele Or (266a) 
L= 0 
„14a z de 
5 I De 


l+4nk y 0° 
x A r Gei 
25* 
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Hieraus folgt 
Læ + My+Nx=0 


d. h. die magnetische Kraft steht auf dem Radiusvector r senkrecht. 
Da L= O, steht sie auch auf der à-Richtung senkrecht, d. h. ihre 
Richtung ist durch die Breitenkreise einer Kugel um den Punkt 
r= 0 gegeben, wenn man die Durchstolspunkte der x-Axe als die 
Pole ansieht. Ferner folgt 


XL+ E A SN ss Ui 


d. h. elektrische und magnetische Feldstürke sind zu einander senk- 
recht. Dagegen ist 


ð 
Xz+ 15 T Z 2 58, 
oder anders geschrieben 


2 6 
| — 7 600 + Yy + Zx . 


Man darf also die Transversalität der elektrischen Wellen nicht 
dahin mifsverstehen, dafs die elektrische Kraft immer senkrecht zur 
Richtung nach der Erregungsstelle wäre. Vielmehr superponirt sich 
zu einer in der Meridianrichtung der genannten Kugel liegenden 


9 
Feldstärke, deren Componenten (x — 92 „I, Z sind, die in 
der z-Richtung liegende, auf der ganzen Kugel gleiche Kraft 
2 bp. 
r Or 
Setzt man in (266a) 
rd 
r U 
so hat man 
0 1 1 D 
We EE 
ô 1 ðp 8F 3E. A A 
Ör \r 970 — rt SÉ de 
6 4a ar . sm 
Hi d alles r s 


zu setzen. Behält man dann nur die niedrigsten Potenzen von r bei, 
so erhält man die folgenden Annäherungsformeln für grofse Ent- 
fernungen vom Ausgangspunkt: 
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8 74 

K Er. 120 

yi Ar- e yilar (266b) 
2. BP * Yes. 


Es gelten mit derselben Annäherung die drei Relationen 
Xz+Yy+Zx=0 
L+ My+Nx=0 
XL+YM+ZN=0; 
Fortpflanzungsrichtung, elektrische und magnetische Feldstürke 


werden im Unendlichen wie bei einer ebenen Welle auf einander 
senkrecht, 


& 74. Ebene Wellen in leitenden Körpern. 


Um die Vorgänge in leitenden Körpern zu untersuchen, gehen 
wir zunächst auf die Gleichungen (259) und (260) 


02,20% I+4ak OL 

o eet? 
etc, 

8 N BM 1 


2 ER XG Ae gt — 


zurück. Eine Lösung von ihnen erhält man, wenn man die magne- 
tische Feldstürke für alle Zeit gleich Null setzt. Dann ist auch der 
Wirbel der elektrischen Kraft Null, diese also aus einer Potential- 
function ableitbar. Trotzdem ist das elektrische Feld kein statisches; 
vielmehr genügt die Componente X der Differentialgleichung 


Aar X＋ (i ＋ 4 0 5 SH 


deren allgemeine Lösung 
dnr 
X Xe 1 Tier 
ist. Ebenso ist * 


dar 4 
Y= Yo” Trink 


dar t 
Z= VAT Sam ITI 
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Der Vector X, Y,, Z, ist dabei nur der Bedingung unterworfen, 
dafs er wirbelfrei ist. Ein nach den Gesetzen der Elektrostatik 
über den Leiter vertheiltes Feld klingt also, wenn es einmal be- 
standen hat, nach dem Exponentialgesetz ab; und zwar ist die Zeit, 
in der die Kraft auf den e-ten Theil herabgeht gleich 


1＋ 4 * 
Aar 


und wegen der Gröfse von r bei gutleitenden Stoffen unmelsbar 
klein. Das Gleiche gilt von der elektrischen Ladung, da sie der 
Divergenz der elektrischen Kraft proportional ist. Auch sie ver- 
schwindet praktisch momentan; der Leitungsstrom aber, welcher den 
Ladungsausgleich bewirkt, wird — dies ist der Sinn der besprochenen 
Lösung — in seinen magnetischen Wirkungen vollkommen durch den 
Verschiebungsstrom compensirt. Hieraus folgt unsere Berechtigung, 
bei der Untersuchung elektrischer Wellen gemäfs (261) auch bei 
leitenden Substanzen 

E: Or ‚az 

N KR + 1.7 0 
zu setzen. Im Allgemeinen superponirt sich noch solch' ein wirbel- 
freies, abklingendes Feld über den Schwingungsvorgang. 
nter dieser Voraussetzung haben wir schon in § 72 aus (259) 
und (260) die Differentialgleichung (262) abgeleitet, welcher die 
Componenten beider Feldstärken gehorchen. Setzt man zur Ab- 
kürzung 

8 A 

VI+ ank) Z Aa 
ge Anr(l+4nk) 


A? v 
so lautet sie 
1 62 d 
4 - ad Lise (267) 


Da sie linear und homogen ist und constante Coefficienten besitzt, ist 
p = girtis (268) 


eine Lösung, wenn die Constanten p und s der Gleichung 


we A E 268 
w IR ( a) 
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genügen. Der reelle und der imaginäre Theil von (268) giebt jeder 
für sich eine in der z-Richtung fortschreitende ebene Welle. Dabei 
sind p und s im Allgemeinen complex.. Zeitlich rein periodischen 
Schwingungen entspricht ein reeller Werth von p; die Schwingungs- 


dauer beträgt dann * . 
Um den letzteren Fall näher zu untersuchen, setzen wir 
s=4-+ir, 


wo q und r beide reell sein sollen, und finden durch Trennung der 
reellen und imaginären Glieder in (268a) die beiden Gleichungen 


rg. p’ 
oi 268 b) 
Hor = bp 


zur Bestimmung von r und q. Aus ihnen folgt (die Vorzeichenfrage 
entscheidet sich dadurch, dafs q? und r? positiv sein müssen) 


Nach (268) ist aber 
p = welteilwirre), (268 c) 


Sollen die Wellen in der positiven X-Richtung fortschreiten, so muls 
also (p > 0 vorausgesetzt) r < 0 sein. Aus der zweiten der 
Gleichungen (268b) geht dann auch g < 0 hervor, so dals 


(2684) 


zu setzen ist. 
Nach (268c) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 


a 


1 Lia 
Ka ＋ 141 
2 2 p R 


£i 
€ 
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2 
d. h. um so gröſser, je kleiner die Periode = ist. Für sehr schnelle 


2 at 
Schwingungen, für welche Ka neben 1 fortgelassen werden kann, 


nimmt sie den für einen Nichtleiter von gleicher Dielektricitäts- 
constante 1 + 4x k und Permeabilität 1 ＋ 47 x geltenden Werth a an. 
Im Gegensatz zu den Wellen in Nichtleitern ist aber die durch 2680 
angegebene Welle gedämpft; ihre Amplitude nimmt, da g < 0, in 
der Fortschreitungsrichtung ab. Und zwar, da 


bat _ * 
defi 7 * +1-1) = 


d 2a? Feen 
P Ges 


um so stärker, je kleiner die Periode = ist. Dennoch bleibt q 


auch dann endlich, wenn p über alle Grenzen wächst; denn da 
so ist 


Mit unendlich wachsender Leitfähigkeit r wachsen auch b und a 
in's Unendliche. In dem durch r = œ charakterisirten „vollkommenen“ 
Leiter können sich Wellen also überhaupt nicht fortpflanzen. Das 
folgt auch unmittelbar aus der Differentialgleichung (267); ist b = 00, 


so muls = = 0 sein, da 4% stets endlich bleibt. 

Für sehr langsame, durch kleine Werthe von p ausgezeichnete 
Schwingungen kann man in (268 a) oi neben bp vernachlässigen, 
oder was dasselbe sagt, in der Differentialgleichung (267) das Glied 


2 
A E Diese geht dann in die Würmeleitungsgleichung 
69 
8 


über. 
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§ 75. Grenzbedingungen. Die Reflexion elektrischer Wellen 
am vollkommenen Leiter, 


Während wir bisher nur das Innere homogener Körper der 
Betrachtung zu Grunde legten, wollen wir jetzt die allgemein gültigen 
Gleichungen (249) und (256) zur Ableitung der Grenzbedingungen 
an einer Unstetigkeitsfläche benutzen. Die Normale des zu be- 
trachtenden Flächenelements weise in die —— Richtung: wir bilden 
den Circulationswerth der magnetischen Kraft für den Umfang eines 
unendlich kleinen, sehr lang gestreckten, von der Unstetigkeitsfläche 
halbirten Rechtecks ddm. Nach (256) ist er, da die auf dé be- 
züglichen Theile zu vernachlässigen sind: 


(a — Man= Aan + CEH tnn) 


dgan. (269) 


Läfst man hier de kleiner und kleiner werden, so findet man als 
Grenzbedingung 


(270) 


M, = M. 
Da man genau so 


NM e NM 


ableiten kann und wegen der Symmetrie zwischen (249) und (256) 
für die elektrische Kraft dasselbe gelten muls, wie für die magnetische, 


so ist auch 
e Pax = (270a) 


Die tangentiellen Componenten beider Feldstärken sind stetig. Drückt 
man dies im Anschluls an $ 66 dahin aus, dafs ihr Flächenwirbel 
verschwindet, so tritt besonders deutlich hervor, dals diese Grenz- 
bedingung nur ein Grenzfall der Grundgleichungen der Maxweut- 
schen Theorie sind. Es sind dies dieselben Bedingungen, die wir 
schon früher, freilich für einen engeren Gültigkeitsbereich, kennen 
gelernt haben, 

Nur eine Ausnahme giebt es. Die Stromdichte 9 muls stets 
endlich sein, wo es die Leitfähigkeit r ist. Sonst würden nach (229 d) 
unendlich groſse Energiequanten als Joune’sche Wärme auftreten. 
Beim vollkommenen Leiter dagegen kann q auch unendlich sein. 
Dem entsprechend kann sich das Glied wag in (265) mit ab- 
nehmendem dé nicht dem Werth 0, sondern einem von Null ver- 
schiedenen Grenzwert w nähern. An die Stelle von (270) treten 
dann die Bedingungen 


394 DRITTER THEIL, 8 75 


* Zu 
270 b) 
m „ 

„ 


wenn „ analog der Grenzwerth von vdé ist. Nun können aber 
nach den vorigen Paragraphen Schwingungen im vollkommenen 
Leiter nicht fortpflanzen, es ist also M, = N, = 0 zu setzen, wenn 
der Leiter auf der durch den Index 2 gekennzeichneten Seite der 
Grenzfläche liegt, Also sind 


(270 0) 


Wie man an den Gleichungen 
um (wd&dn) = w' dy 
48 2 0 
um (vdg de) = v dg 
di=0 


erkennt, sind wdn und dE die Intensitäten der durch die Recht- 
ecke dg dy und de de hindurchtretenden Ströme. Es entspricht 
genau der in 8 66 gegebenen Definition des Flächenwirbels, wenn 
wir den durch « = 0, w und v als Componenten definirten Vector 
als die Dichte des elektrischen Flächenstroms bezeichnet. Die 
Gleichungen (270 b) lassen sich dann mit den Worten ansprechen: 
Der Flächenwirbel der magnetischen Feldstärke ist gleich dem 
4 r-fachen der elektromagnetisch gemessenen Dichte des Flächen- 
stroms. Der letztere schützt das Innere des vollkommenen Leiters 
vor dem Eindringen der Wellen. 


Die Grenzbedingungen (270 a) für die elektrische Kraft gehen 
am vollkommenen Leiter über in 


Y, = O, Z =0. (270d) 


Dies wollen wir benutzen, um die Reflexion ebener Wellen, welche 
auf die ebene Grenze eines vollkommenen Leiters senkrecht auf- 
treffen, zu erörtern. 

Die Grenzebene habe die Gleichung æ = 0, der Leiter erfülle 
die Raumhälfte, in welcher æ positiv ist, während die andere Hälfte 
von einem Dielektrikum eingenommen sein soll. Der Ansatz (263) 
giebt deshalb für die Darstellung einer ebenen auf die Grenzfläche 
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auftreffenden Welle, wenn man J = 0, F, = F setzt und (265) 
beachtet, die Gleichungen 


Z=) Ee laf Z=0 


L=0 Ais 0 vl 


Der Grenzbedingung Y = 0 für 4 = 0 ist hier, abgesehen von dem 
trivialen Fall #= 0, nicht genügt. Deshalb entsteht an der Grenze 
eine neue, in der negativen à-Richtung fortschreitende Welle, deren 
elektrische Feldstärke die der einfallenden in der Grenzebene gerade 
aufhebt. Die Gleichungen 


X=0 T= FM-z-al) Z=0 


V 45 (271) 


geben aber eine in der negativen -Richtung fortschreitende Welle, 
weil diese zu den Richtungen der beiden Feldstärken die in Fig. 30 
angegebene Lage hat. Und für æ= 0 ist die aus beiden Wellen 
resultirende elektrische Kraft 

Y= F(x - ai — F(-x2—ai) 


unabhängig von ż gleich Null, während die resultirende magnetische 
Kraft 
1+4nk 


oe 1+4nx 


(F@ — al) F- -= at) 


dort den Betrag 2 Ver at) hat. Die Gleichungen (271) 


LÉI 
enthalten demnach die Darstellung der reflektirten Welle, Sie ist 
an Intensität der einfallenden gleich, 
Bei periodischen Schwingungen kann man 
Fis — at) = sin s (æ — at) 
setzen, die resultirenden Feldstärken erhalten dann die Beträge 


Y = sin s(x — al) + sin s (æ + at) = 2 sin (s x) cos (s a t) 


l+4nk,. P 
N= IA Ein % ah — sins(@ + ah) 
=— 2 des ech ne g, 


2 NA 
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Es bilden sich an der reflektirenden Fläche demnach stehende Wellen, 
und zwar liegen in ihr sowie in den Abständen 75 2d E Be VON 
ihr Knoten der elektrischen und Bäuche der magnetischen Kraft; 
n Bas Ön 
2% Zei Ze" 
tischen und Bäuche der elektrischen Kraft. 

Herrou Hertz hat diese stehenden Wellen experimentell 
nachgewiesen. Er erzeugte elektrische Wellen im Luftraum, indem 
er in einem mittels des Inductoriums aufgeladenen Leitersystem 
Entladungsschwingungen (siehe $ 77) hervorrief. Zur Auffindung der 
Lage von Knoten und Bäuchen diente ihm ein kreisförmiger, an einer 
Stelle durch ein Funkenmikrometer unterbrochener Draht, an dem 
sich die Inductionswirkung der Wellen durch Ueberspringen von 
Funken kundgab. So konnte er an der Lebhaftigkeit des Funken- 
spiels die Lage der Knoten und Bäuche erkennen, den Abstand 


dagegen in den Abständen .. Knoten der magne- 


benachbarter Knotenebenen, d. h. die Wellenlänge = bestimmen 


und nach einer Schätzung der Schwingungsdauer T zur Ermittelung 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen in Luft 


gelangen. Dafs er dabei einen der Lichtgeschwindigkeit im Vacuum 
sehr nahen Werth fand, spricht sehr für die Maxweur’sche Theorie; 
denn da k und x für Luft sehr klein sind, stimmt dies mit Gleichung 
(264) überein. Die in $ 70 vorgetragene, die Fernwirkung im Va- 
cuum beibehaltende Theorie würde dagegen nach (254b) einen 
sehr viel gröfseren Wert ergeben. 


& 76. Das Energieprincip in der Maxwell’schen Theorie. 
Eindeutigkeit der Lösung der Maxwell’schen Gleichungen. 

Die Gleichungen (249) wurden in § 69 für ruhende Körper ab- 
geleitet. Defshalb ist für permanente Magnete 97 0 etc. zu 


setzen und die Gleichungen (249) gehen für sie über in 
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Wir können diese Form aber auch aus den Gleichungen (259) er- 
zielen, wenn wir den permanenten Magneten den Wert «= 0 
zuschreiben, wie wir es schon im $ 54 taten; diese Festsetzung ist 
auch notwendig, wenn die Formel (211 d) für die magnetische Energie 
gelten soll. Dann sind die Gleichungen (259) ebenso allgemein wie 
(249) Wir führen sie zur Erleichterung der nachfolgenden Rech- 
nung hier noch einmal an: 


6 4 E l+4nx OL 


OU 00. Tast 
0X 62 (EZE REI 
CC AE van) 


ar or. (ris ON 

de On ` A IW 
Der zweite Tripel unserer schlechthin als Maxweur’sche Gleichungen 
bezeichneten Grundformeln lautet in der analogen, noch ganz all- 
gemein gültigen Form: 


9 61 1 E 

OL oN i * 

27 2 lässt 400% (272) 
0 M OL 


1 6 


Diese sechs Gleichungen multipliciren wir nun mit — L, — M, — N, 
X, Y, Z und addiren sie; dann finden wir 


ASf„[öN Gu ðL N ðM OL; 
* E SI 


äu Öz dr dr Gr ën 
82 8X dk dë EE 
E E "d fie 22 
ES sel ( Je 90 % 9%) 
ERNEST 
GK EE tir (X? ＋ Y? ＋ Z3 


(1+ 4r) 
„an Ditsch, 
Die linke Seite läfst sich nun leicht auf die Form bringen: 


BE. ó D ð 
in (oz ZN- 20 + gy XN) + Zen Y1). } 
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Integriren wir also über einen abgeschlossenen Theil des Raumes, 
so liefert die Anwendung des Gauss’schen Satzes: 


et. (1 + 4ak)(X? + Y? Z 00 dzdydz 


+ 8a ＋ 4490 (L + M? + Nd d dz} 


+ d 7 f (Xu + Yv + Zw)dzdydz (273) 
S A ff ( 210 cos (n,a) 


+ (ZL — XN) cos (m1) + (XM Hees H. 


Dabei ist Stetigkeit aller Uebergänge vorausgesetzt. Das erste 
Glied der linken Seite ist nach (210b) und (211 d) die Zunahme 
der Summe aus der elektrischen und magnetischen Energie pro 
Zeiteinheit, das zweite die von elektrischen Strömen pro Zeiteinheit 
erzeugte Energie, welche bei veränderlichen Strömen im Gegensatz 
zu stationären nicht für jedes abgeschlossene Stromgebiet Null zu 
sein braucht, sondern sowohl positive als negative Werte annehmen 
kann (vgl. $ 69) Die rechte Seite giebt also an, wie viel Energie 
in der Zeiteinheit in das betrachtete Raumgebiet durch die Ober- 
fläche hineinströmt. Es ist wichtig, dals das Flächenintegral für 
die unendlich ferne Fläche nicht immer verschwindet. Bei der 
Kugelwelle z. B. zeigen die Formeln (266 b), dafs die Componenten 


beider Feldstärken im Unendlichen nur wie * abnehmen, die Aus- 


drücke (YN — MZ) etc. also wie s so dafs das fragliche Integral 


für die unendlich ferne Fläche einen von Null verschiedenen Grenz- 
werth hat. Das hängt damit zusammen, dafs das Erregungscentrum 
der Kugelwelle Energie ins Unendliche ausstrahlt. 

An die Gleichung (273) knüpft sich der schon in § 70 an- 
gekündigte Beweis, dafs das elektromagnetische Feld in einem Raum- 
theil (der auch unendlich grofs sein kann) gemäfs den Gleichungen 
(259) und (272) eindeutig bestimmt ist, wenn 

1. der Anfangszustand X,, Yp, Zu Lo, M, N, für t= 0, 

2. die locale elektromotorische Kraft ð (Componenten: e, H, 7), 

3. an der Grenze die tangentialen Componenten der elek- 

trischen oder magnetischen Feldstürke für alle Zeiten 1 0 
bekannt sind. 
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Zu diesem Zweck verwandeln wir Gleichung (273) durch An- 
wendung von (221) in 


e LA HU? + PR ＋ 20 d du de 
d el (fe ETUDE a d d] 
ll U+ o+ οο,lUñ = f een + Bv+ywjdzayaz CH 


+ fas{erv - Z M) cos (n, a) 
+ (ZL — XN) cos (n, y) + (XM — YL) cos b, / 


Wir bemerken zunächst, dafs der Integrand des Flächenintegrals 
nur von den Tangentialcomponenten der beiden Feldstärken abhängt; 
denn legt man die x-Axe in die Richtung von n, so geht er über in 
(YN— ZM). Angenommen nun, wir hätten zwei Lösungen X’, V, 
Z“; L, NM, N und X”, Y", Z"; L", M", N” der Maxweur’schen 
Gleichungen, welche beide denselben unter 1., 2. und 3. angegebenen 
Nebenbedingungen genügen, so gehören ihnen nach (221) gewisse 
Werthe ud, v, w und u”, v”, w” der Componenten der Stromdichte 
zu. Die Differenzen X = X — X”, Y = P PN... umu - u"... 
genügen dann ebenfalls den Max ert schen Gleichungen, aber den 
Nebenbedingungen, dals 

1. im Anfangszustand beide Feldstärken Null sind, 

2. die locale elektromotorische Kraft verschwindet, 

3. die tangentielle Componente der elektrischen oder der 

magnetischen Feldstärke an der Grenze dauernd Null sind. 

Den beiden letzten zu Folge ist die rechte. Seite von (273a) gleich 
Null, also da 


III Ze 3 e 3 wieren, 
d ri d 
STEEN (1 +4ak (X? + Y°? + Zëde dude 
+ e 1 AnaL +M 4 dd Sb. 


Im Anfangszustand sind aber nach der Nebenbedingung 1. elek- 
trische und magnetische Energie beide Null; negativ können sie 
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nicht werden; also mufs hier das Gleichheitszeichen gelten, woraus 
unmittelbar 

X=X —X"=0 

Y=7’-?”"=-0 

etc., 
u=u —u"=0 
etc. 

d. h. die Eindeutigkeit der Lösung folgt. 


& 77. Das Energieprincip in der Theorie der quasi- 
stationären Ströme. 


Wir sind jetzt in der Lage, den in $ 68 geforderten Beweis 
zu führen, dals die in dem ersten Theil des dritten Abschnitts dar- 
gelegte Elektrodynamik zusammen mit der in § 69 entwickelten 
Theorie der Induction dem Energieprineip genügt. Im $ 69 er- 
wähnten wir sogleich am Anfang, dals die Inductionsgesetze nicht 
streng, sondern nur für relativ langsame zeitliche Veränderungen 
gelten können. Zunächst müssen wir fragen, wodurch die Grenze 
ihres Gültigkeitsbereichs bestimmt ist. 

Die Antwort darauf lautet sehr einfach: Da wir in § 69 die 
magnetische Wirksamkeit des Verschiebungsstromes nicht berück- 
sichtigten, so können die dort abgeleiteten Resultate nur gelten, so 
lange in (272) alle vorkommende Werthe von (1 + 400.95 etc. 
gegen den Leitungsstrom u, v, w vernachlässigt werden dürfen. Für 
hinreichend langsame Schwingungen muls das stets der Fall sein. 
Wir bezeichnen die Ströme dann als quasistationär, um anzu- 
deuten, dals wir sie für ihre magnetischen Wirkungen als stationär 
betrachten. Consequenter Weise müssen wir dann in (273) die zeit- 
liche Vermehrung der elektrischen Energie 


47 Uf u ＋ 42 H⁰=＋ 5A 25 f d de 


gegen das vom Strom in Energie nichtelektromagnetischer Art um- 
gesetzte Energiequantum 


SSS Eu + Yv + Zu) d dydz 
vernachlässigen. Zugleich werden die Componenten der magnetischen 
Kraft im Unendlichen wie Fr Null, da dies für das statische mag- 
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netische Feld stets gilt, mag es nun von Strömen oder von perma- 
nenten Magneten oder von beidem erregt werden. Daher ver- 
schwindet das Flächenintegral in (273) für die unendlich ferne 
Fläche, so dafs für die Anwendung auf den unendlichen Raum 
nur übrig bleibt 


1 4 | 
a Paree (ITA M NV dæ dy da 
In di Js. (273 b) 


+T] (Xu + Yv 4+ Zw)dzdydz=0; 


Dals wir bei der Theorie der Induction von der elektrischen 
Energie absahen, war also durchaus gerechtfertigt. 

Für ein System linearer Ströme I., welche Stromkreise mit 
den Widerständen w, und den elektromotorischen Kräften W, durch- 
tlielsen, ist (vergl. $ 61) 


11 Yv + Zu) dæ dy da = (I. w, — E. I). 


Bezeichnet W die magnetische Energie des Systems, so geht (278 b) 
über in 


„„ 278 0 


Für den einzelnen Strom haben wir in & 69 die Gesetze der 
Selbstinduction sowie die der Induction durch Verschiebung eines 
Magneten aus dem Energiesatz abgeleitet. Für mehrere Ströme 
würde das milslingen; denn dieser Satz liefert auch für mehrere 
Variabele nur eine Gleichung, reicht also im Allgemeinen nicht aus. 
Die zu (248a) und (248b) führende Betrachtung war nicht, wie 
der zu (248) leitende Schlufs, streng, sondern beruhte nur auf Ana- 
logie. Nur die Uebereinstimmung mit der Erfahrung sicherte ihr Er- 
gebnis. Wohl aber muls es nachträglich möglich sein, die Ueber- 
einstimmung unserer Inductionstheorie mit dem Energieprincip 
nachzuweisen. 

Dieser Nachweis ist aus dem Grunde noch nicht in dem all- 
gemeinen Theorem des vorhergehenden Paragraphen enthalten, weil 
wir dort nur von ruhenden Körpern sprachen. Für bewegte Körper 
haben wir keine allgemeine Theorie aufgestellt. Aus Stetigkeits- 
gründen können wir aber schlielsen, dals, wenn die Bewegungen 
hinreichend langsam erfolgen, und die Ströme quasistationär sind, 
aufser magnetischer Energie, Joura'scher Wärme und Arbeit elek- 
trischer Kräfte nur noch Arbeit ponderomotorischer Kräfte in merk- 

H. v. HMO, Theoret, Physik. Bd, IV. 26 
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licher Grölse auftreten kann. Diese wird aber durch die Abnahme 
des Selbstpotentials P des Stromsystems gemessen, welche so zu 
berechnen ist, wie wenn die Stromstärken konstant blieben. Deuten 
wir diese Bedingung durch die Schreibweise 


Gi 
dt I= const 


an, so ist (278 c) zu vervollständigen zu der Gleichung 
En. dP 
— E EE eege 
di KR AT Wa ( dt 
Die Summationen sind über alle Stromkreise auszuführen. Da nach 
(2470) W = — P ist, geht sie über in 
27 (ER) 
di dt Jr const 


) S0; 
I = const 


8 (N. -=L twa) =0. (275) 


Dies muls nach der Inductionstheorie eine Identität sein, wenn sie 
und die Elektrodynamik mit dem Energieprincip verträglich sein 
sollen. 

Nun ist bei Ausschlufs permanenter Magnetisirung die magne- 
tische Energie eine homogene quadratische Function der Strom- 
stärken, da die Componenten der Feldstärke lineare homogene Func- 
tionen von ihnen sind; also 


1 
B = P= 2 Dr. Lh, Pab = Pra (276) 


Die Constanten pes sind die Selbstinductionscoefficienten, Pa (a 
verschieden von b) die gegenseitigen Inductionscoefficienten der Strom- 
kreise (siehe § 69); die letzteren können im Gegensatz zu den ersteren 
auch negativ sein, doch ist ihnen, da W nie negativ und Null nur, 
wenn alle J gleichzeitig verschwinden, werden kann, die Bedingung 


Du Piz: Pin | 


e ée 
e "|>0 
Par * 6 8 Bas 
auferlegt. Die im Stromkreis von I, indueirte Kraft ist nach (248e) 
gleich 47 LG „ d. h. es Get die Gleichung 
E, Ga di (51 ) Leg der Či. 
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Multiplieirt man sie mit J., und summirt über alle Ströme, so 


findet man 


SL 470%) L- Lwa) = 0 ; (211) 


Nun besteht aber die Identität: 


Selen -N Ale + Er , 


Töl, di. 


und nach dem Eornn'schen Satz für homogene Functionen ist 


GT 3 1 u 


wie man an (276) leicht bestätigt. Benutzt man diese beiden 
Gleichungen, so geht (277) über in 


247 251 4 L Lu) 0; 


und dies ist, da 
i ôP dl dP 
S 


identisch mit der das Energieprineip formulierenden Gleichung (275) 


dP d P 
FFI (470 ER SL (Ba — d Wa) =0 

Dieser Beweis macht implicite davon Gebrauch, dafs man ein 
System von elektrischen Strömen als cyclisches System betrachten 
kann. Das Nähere hierüber siehe Band I dieser Vorlesungen 
8 75 u. f. 

Nicht ganz in den Rahmen der hier besprochenen Annäherung 
passen die Entladungsschwingungen eines elektrischen Condensators; 
denn wenn auch längs des Schliefsungsdrahtes der Leitungsstrom 
den Verschiebungsstrom weit überwiegt, so fehlt der erstere zwischen 
den Belegungen des Condensators ganz, und da die Summe aus 
Leitungs- und Verschiebungsstrom, der elektrische Gesammtstrom, 
nach § 71 stets geschlossen ist, ist der letztere hier bestimmt nicht 
zu vernachlässigen. Aber weil er nur zwischen den Condensator- 
platten merklich auftritt und nach (256) magnetisch gerade so wirkt 


wie der Leitungsstrom, bestimmt sich das magnetische Feld, wie wenn 
26* 
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der Condensator keine Unterbrechung der leitenden Strombahn, 
sondern nur eine Verbreiterung wäre. Aus demselben Grunde wie 
oben füllt daher in der Energiegleichung (273) das Flächenintegral 
für die unendlich ferne Fläche fort. 


Dagegen muls die elektrische Energie des Condensators durch- 

aus berücksichtigt werden; sind die Schwingungen nicht zu schnell, 
3 

so muls sie wie im statischen Fall gleich 2 6 sein, wo e die Ladung 

der einen Belegung, C die Capacität bedeutet. Aus der Energie- 

gleichung folgt also, wenn wir die magnetische Energie mit Hülfe 
des Selbstinductionscoefficienten p berechnen, 


Se, La 5 

lat 7h o. 

Dabei ist von einer elektromotorischen Kraft im Schlielsungsdraht 
abgesehen. Führt man hier die Differentiation nach t aus und be- 
nutzt die Relation 


de 
Br rc 
so findet man 
1 n 5 
+1 +Pu=0; (278) 


und durch Division durch J und nochmalige Differentiation nach t 


d’ I dI I 
tree UN 
Dies ist die Differentialgleichung gedämpfter Schwingungen; und 
zwar vertritt, wenn man sie mechanisch deuten will, der Selbst- 


inductionscoefficent p die Masse, 3 die treibende Kraft, während 
das Glied mit w die Dämpfung bestimmt. Ihre vollständige Lösung 
lautet 

Je Leni A e, 


wobei I und Z, die beiden Integrationsconstanten, œ, und œ, die 
Wurzeln der Gleichung 


p + wa + = 0 
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sind; es ist demnach 


Fur die Discussion sind zwei wesentlich verschiedene Fälle zu 
unterscheiden. Ist 


Hier ist / freilich noch complex; zwei unabhängige reelle Lösungen 
gewinnt man aber leicht, wenn man über die Integrationsconstanten 


I, und L so verfügt, dafs man einmal 1 = ＋ J, das andere 


Mal L=-I =— 77 setzt; diese lauten 


we 1 4p 
GE EE Gin DE br 
Je Po °? co (9, U w ) 


SE SC E 4p | 
Muh et . 
I=I’e °P sm UE w d 


Die Entladungsschwingungen sind dann periodisch, wenn sie auch 


und 


gemäls dem Factor Det "8 mit der Zeit abklingen. Die Periode 
beträgt 


also bei sehr kleinem, gegen 2 2 zu vernachlässigenden Werth 


des Widerstandes w TA 
24 7 ; 


Nach dieser Formel schätzte Herız die Periode seiner Schwingungen 
bei den in § 75 erwähnten Versuchen, wenngleich sie dafür nur in 
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roher Annäherung gelten kann. Im Allgemeinen wächst aber die 
Periode mit zunehmendem Widerstand. Wird schliefslich 


p 
„J 


so sind œ, und «, beide reell und die allgemeine Lösung der 


Differentialgleichung (279), 
1 
a Sec, 


2470 eh eich ＋ 1 


zeigt, dals die Entladung aperiodisch vor sich geht. 
Eine ausführlichere Discussion dieser Differentialgleichung findet 
sich in Band I dieser Vorlesungen $ 32. 
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